
12. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 23.12.2007.

Rexeǌa zadataka za prvi razred

Dokaze�mo da broj 2n + n2 ne mo�e biti deǉiv sa 7. Kako je 23 ≡1.
1 (mod 7), to broj 2n mo�e davati ostatke 2, 4 i 1 po modulu 7. Kako po
modulu 7 kvadrati mogu davati samo ostatke 0, 1, 2 i 4, to broj 2n +n2

nikako ne mo�e biti deǉiv sa 7, pa ni sa 105.

Dvanaest vojnika se u 3 vrste i 4 kolone mo�e rasporediti na 12!2.
naqina. Svaki od ovih rasporeda se mo�e dovesti do pravilnog ako
svi vojnici koji su u istoj koloni zamene mesta tako da u prvoj vrsti
bude najni�i, a u tre�oj najvixi. Kako se u jednoj koloni 3 vojnika
mogu rasporediti na ukupno 3! naqina, a svakom od ovih rasporeda
odgovara jedan pravilni, to je tra�eni broj jednak

12!
64

= 369600.

Neka je {A′} = AO ∩ BC i {D′} = DO ∩ BC. Iz uslova zadatka je3.
A′N sredǌa linija trougla DD′C, a KD′ sredǌa linija trougla AA′,
pa je KD′ ‖ AA′ i A′N ‖ DD′. Sada su u trouglovima KD′C i BNA′

du�i A′O i D′O redom sredǌe linije, pa taqka O polovi du�i KC
i NB. Znaqi qetvorougao KNCB je paralelogram, pa je KB ‖ NC i
KN ‖ BC. Samim tim je i AB ‖ DC i AD ‖ BC, pa je i qetvorougao
ABCD paralelogram.

Obojimo tablu po dijagonalama u 5 boja. Primetimo da imamo 12 –4.
12 – 13 – 14 – 13 poǉa po odgovaraju�im bojama. Kako svaka domina
pokriva najvixe jedno poǉe svake boje, to moramo da imamo bar 14
domina. 16 domina ne mo�emo da imamo jer bi tada sve bile oblika
1×4, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da se u pokrivaǌu javǉaju
obe vrste domina. Nije texko videti da se poploqavaǌe mo�e izvesti
sa 14 (8: 1× 5 i 6: 1× 4) i 15 (4: 1× 5 i 11: 1× 4) domina.
Dakle, odgovor je 14 ili 15.

Neka je O presek dijagonala. Prvo xto je potrebno dokazati je da je5.
AO = AB i CO = CD. Ovo je mogu�e uraditi na dva naqina:

Prvi naqin: Neka je AO > AB. Tada je ^ABO > ^AOB, pa je i
^ CDO > ^COD. Me�utim tada je i CO > CD, xto je u kontradik-
ciji sa pretpostavkom CD + AB = AC. Sliqno se dokazuje i da je
sluqaj AO < AB nemogu�.



Drugi naqin: Izaberimo na produ�etku CD preko D taqku E tako da je
DE = AB. Tada je qetvorougao EDBA paralelogram, a prema uslovu
zadatka EAC jednakokrak. Samim tim ^AED = ^ABD i ^ AED =
^ EAC, pa kako je ^EAC = ^ ACD + ^DAB = ^ AOB, to je 4ABO
zaista jednakokrak.

Kako je B′ simetriqna taqki B u odnosu na pravu AM , to je AB′ = AB,
pa su prema prethodnom taqke B, O i B′ na krugu sa centrom u A.
Tako�e, iz iste simetrije, prava AM deli BB′ na pola i samim tim
ona je sredǌa linija u trouglu B′CB. Sada kako je BB′ ⊥ AM to

je ^ BB′C = 90◦. Daǉe, kako je ^OB′B =
1
2

^ OAB, to je ^ OB′C =

90◦− 1
2

^ OAB i kako je DOC jednakokrak, to je i ^ODC = 90◦−^OAB,

pa je samim tim DB′OC tetivan. Iz tetivnosti je ^DB′C = ^ DOC =
^ ABD, xto je i trebalo dokazati.



12. TRADICIONALNO INTERNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 23.12.2007.

Rexeǌa zadataka za drugi razred

Neka je n ostatak pri deǉeǌu broja y sa x, tj. y = kx+n i 06n6x− 1.1.
Kako 2x−1 | 2kx−1, to i 2x−1 | 2kx+n−2n, pa oduzimaǌem od 2x−1 | 2kx+n−1
dobijamo

2x − 1 | 2n + 2.

Samim tim je 2x− 16 2n +26 2x−1 +2, odnosno 2x−1 6 3. Znaqi x = 1 ili
x = 2.
Jasno je da za svako n ∈ N par (1, n) rexeǌe. Za x = 2 imamo 3 | 2y + 1,
pa su u ovom sluqaju rexeǌa (2, 2n− 1) za n ∈ N.

Neka simetrala ugla ^ABC seqe DE u taqki T . Dokaza�emo da taqka2.
T pripada pravoj KL. Ako je AB = BC, tada T ≡ K ∈ KL. Mo�emo
pretpostaviti da je AB < BC, jer je u suprotnom dokaz analogan.
Primetimo da se centar upisanog kruga I nalazi izme�u taqaka B
i T , i tako�e da je T 6= E. Kako je ID = IE i ^DIE = 180◦ − γ,
to je ^BDT = 90◦ +

γ

2
, pa iz 4BDT zakǉuqujemo da je ^ITD =

α

2
.

Kako je i ^IAE =
α

2
, to je qetvorougao AITE tetivan. Odavde je

^ATB = ^AEI = 90◦. Kako je L sredixte hipotenuze AB pravouglog
trougla ATB, to je L i centar opisanog kruga tog trougla, pa va�e
jednakosti ^LTB = ^LBT = ^TBC, odakle je LT‖BC i T ∈ KL, qime
je dokaz zavrxen.

Dokaz �emo izvesti indukcijom po broju kvartova u gradu.3.
Ako je taj broj jednak 1 , tvr�eǌe trivijalno sledi, jer grad (jedini
kvart) mo�emo obi�i kru�nim putem.
Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve gradove opisane u zadatku sa
maǌe od n kvartova, i da je zadat takav grad sa n kvartova. Posmatra-
jmo proizvoǉnu ulicu tog grada. Ona deli grad na dva dela i jedan od
ǌih ima istu strukturu kao grad opisan u zadatku. Kako on ima maǌe
od n kvartova, po induktivnoj hipotezi jedan od ǌegovih kvartova mo�e
se obi�i kre�u�i se pravilno.

Na osnovu Leme o permutacijama iz b > c i y > z imamo by + cz > bz + cy.4.
Sliqno zakǉuqujemo da je i cz + ax > cx + az i ax + by > ay + bx, pa je

∑
sym

a2x2

(by + cz)(bz + cy)
>

∑
sym

a2x2

(by + cz)2
= D.



Daǉe, kako je ax > by > cz i
1

by + cz
> 1

ax + cz
> 1

ax + by
, to je na osnovu

Qebixevǉeve nejednakosti

D > 1
3
· (a2x2 + b2y2 + c2z2)

(
1

(by + cz)2
+

1
(ax + cz)2

+
1

(ax + by)2

)
= D′,

pa na osnovu A-H nejednakosti va�i

D′ > a2x2 + b2y2 + c2z2

(by + cz)2 + (ax + cz)2 + (ax + by)2
.

Tra�ena nejednakost sada sledi iz A-K nejednakosti

(by+cz)262(b2y2+c2z2), (ax+cz)262(a2x2+c2z2), (ax+by)262(a2x2+b2y2).

Jasno je da jednakost va�i ako i samo ako je a = b = c i x = y = z.

Neka je p zajedniqka tangenta tih krugova u taqki M , a D taqka preseka5.
prave EF i tangente na krug O2 u taqki A. Kako su CA i Mp tangente
na krug O1 u taqkama C i M , imamo ^FCA = ^CMp. Me�utim, ^CMp =
^FMP i ^FMP = ^FAM , pa je ^FCA = ^FAM . U trouglovima MFA
i AFC va�i ^MFA = ^AFC i ^FAM = ^FCA, pa su oni sliqni.

Odatle je
FM

FA
=

FA

FC
, tj. FM ·FC = FA2. Me�utim, FM ·FC = FO2

1−R2
1,

kao potencija taqke F u odnosu na krug O1, pa je FO2
1 − FA2 = R2

1.
Analogno je EO2

1 −EA2 = R2
1. Dakle,

FO2
1 − FA2 = EO2

1 − EA2,

pa je AO1 ⊥ FE. Kako je D na pravoj EF ,to je i DO2
1−DA2 = FO2

1−FA2 =
R2

1, pa je DO2
1 − R2

1 = DA2. Tako�e, DA je tangenta na krug O2 u A, pa
je DA2 = DO2

2 −R2
2, kao potencija taqke D u odnosu na O2. Prema tome,

dobili smo da va�i
DO2

1 −R2
1 = DO2

2 −R2
2,

pa taqka D ima jednaku potenciju u odnosu na krugove O1 i O2, tj. le�i
na ǌihovoj radikalnoj osi.



12. TRADICIONALNO INETRNO TAKMIQEǋE
MATEMATIQKE GIMNAZIJE

prvi krug – 28.12.2007.

Rexeǌa zadataka za tre�i i qetvrti razred

Neko je NZD(a, b) = d. Dokaza�emo da se mogu dobiti sve vrednosti m1.
takve da d | m i m ≤ b.
Jasno je da je broj litara u posudama uvek deǉiv sa d. Ostaje jox da
doka�emo da je mogu�e dobiti svako m deǉivo sa d. Bez umaǌeǌa opx-
tosti mo�emo pretpostaviti da je d = 1, jer posude mo�emo ,,smaǌiti”
d puta. U ovom sluqaju postoji k tako da je ka ≡ m (mod d), pa se m
litara u posudi B mo�emo dobiti sipaǌem k puta sve teqnosti iz po-
sude A u posudu B, uz eventualno pra�ǌeǌe posude B kad se ona napuni
do vrha. Ovim je dokaz u potpunosti zavrxen.

Odredimo f(1) = a. Ukoliko stavimo y = 1 dobijamo2.

f(x + 1) =
f(x)

(1 + 2x)f(x) + a
, (1)

pa je redom f(2) =
1
4
, f(3) =

1
5 + 4a

i f(4) =
1

7 + 5a + 4a2
. Sa druge

strane za x = y = 2 dobijamo

2f(2) + 8f(4) = 1,

pa zamenom vrednosti za f(2) i f(4), preko a, dobijamo a = 1.
Odredimo i f(n) i to tako xto �emo iz formule (1) izvesti formulu
za f(x + n). Naime, va�i

f(x + n) =
f(x)

(n2 + 2nx)f(x) + 1
, (2)

xto dokazujemo indukcijom. Iz posledǌe jednakosti je f(n + 1) =
1

(n + 1)2
.

Slede�e xto je potrebno odrediti je f

(
1
n

)
. Iz date jednakosti za

x = n i y =
1
n
, uz korix�eǌe jednakosti (2) dobijamo

f(n) + f

(
1
n

)
=

1
f(n + 1/n)

= n2 + 1 +
1

f(1/n)
.

Zamenom f(n), posle sre�ivaǌa dobijamo f

(
1
n

)
= n2.



Konaqno za x = m i y =
1
n
iz date jednakosti i jednakosti (2) dobijamo

f
(m

n

)
=

n2

m2
.

Provera pokazuje da funkcija f(r) =
1
r2
, za r ∈ Q+, zadovoǉava uslove

zadatka.

Rasporedimo brojeva a1, a2,. . . , an tim redom na kru�nicu. Neka je3.
Ak taqka koja odgovara broju ak. Kaza�emo da Ak majorira Aj ako je
suma brojeva od ak do aj−1 u smeru kretaǌa kazaǉke na satu pozitivna.
Primetimo da je Nk upravo broj taqaka koje Ak majorira.

Doka�imo da ako Ak majorira Aj i Aj majorira Ai, da Ak majorira
Ai. Naime, ako su na krugu redom Ak, pa Aj, pa Ai stvar je trivijalna.
U suprotnom ako su na krugu Ak, pa Ai, pa Aj, tada je suma od ak do ai−1

jednaka zbiru suma od ak do aj−1 i od aj do ai−1 minus 1 (suma svih), a
ovo je barem 1+1− 1 = 1. Tako�e, imamo da ili Ak majorira Aj ili Aj

majorira Ak (zbir sume od ak do aj−1 i od aj do ak−1 je 1, pa je barem
jedna od ǌih pozitivna).

Kad smo ovo zakǉuqili mo�emo primetiti da va�i: ako Ak majorira
Aj, onda i Nk > Nj. Naime, sve taqke koje Aj majorira, majorira i Ak

i jox Ak majorira Aj. Samim tim, iz drugog zakǉuqka koji smo izveli,
za sve k 6= j je ili Nk > Nj ili Nj > Nk, pa su svi brojevi Nk zaista
razliqiti.

Neka je ^BAP = ^DAQ = α, i neka su A1 i P1, odnosno A2 i Q2 podno�ja4.
visina iz temena A i P u trouglu ABP , odnosno iz A i Q u trouglu
ADQ, redom. Oznaqimo sa H ′ i H ′′ ortocentre pomenutih trouglova
DAQ i PAB.
Pretpostavimo da je H ′H ′′ ⊥ AC, i neka je {H} = H ′H ′′ ∩ AC. Qetvor-
ouglovi HH ′′A1C i HH ′A2C su tetivni, pa imamo

AH ′′ ·AA1 = AH ·AC = AH ′ ·A2C.

Tako�e, DQ2H
′A2 i BA1H

′′P1 su tetivni, pa je AA2 · AH ′ = AD · AQ2

i AP1 · AB = AA1 · AH ′′, xto zajedno sa prethodnim jednakostima daje
AQ1 ·AD = AP1 ·AB. Kako je AP1 = AP cosα i AQ = AQ2 cosα, dobijamo

AD · AQ = AP · AB, pa je i
1
2
AD · AQ sinα =

1
2
AP · AB sinα, tj. S4ADQ =

S4ABP . Prema tome, H ′H ′′ ⊥ AC povlaqi S4ADQ = S4ABP .
Obrnuto, ako je S4ADQ = S4ABP , dobijamo AH ′ ·AA2 = AH ′′ ·AA1. Neka
su G i I, redom, podno�ja normala iz H ′′ i H ′ na AC. Na osnovu
prethodnog imamo

AI ·AC = AH ′ ·AA2 = AH ′′ ·AA1 = AG ·AC,

pa je G ≡ I i H ′H ′′ ⊥ AC, qime je dokaz zavrxen.


