12. TPAINIINMNOHAJIHO UHTEPHO TAKMNYEILE
MATEMATNYEKE I'MMHA3SWNJE
npBu Kpyr — 23.12.2007.

Pemema 3amaTaka 3a mpBu pa3pen

Hokazehmo ma 6poj 2" + n? me mosxke OuTm memus ca 7. Kako je 23 =
1 (mod 7), To 6poj 2" moske maBatu octarke 2, 4 u 1 mo monyny 7. Kako mo
Moxyny 7 KBaIpaTH MOry maBaTu camo octarke 0, 1, 2 u 4, To 6poj 2" 4 n?
HUKAKO He MOyKe OuTHu mebuB ca 7, ma Hu ca 105.

IlBanaect BojHMKA ce y 3 BpcTe m 4 KOJOHE MOKe pacrnopemuty Ha 12!
maunaa. CBakKu OJ OBUX pacrnopena ce MOKe TOBECTU 0 MPABUJIHOT aKO
CBUW BOJHUIIM KOJU CY Y MCTOj KOJIOHW 3aM€He MecTa TaKO Ia y IPBOj BPCTU
Oyne Hajumku, a y tpehoj majsumu. Kako ce y jemHoj kosoHu 3 BOjHUKA
MOTy pacmopeauTyd Ha YKymHO 3! HAUMHA, a CBAKOM OJ OBUX pacropena
oaroBapa jelaH MPaBUJIHU, TO je TpasKkeHUu OpPOj jeTHaK

12!

6_4. = 369600.

Heka je {A'} = AONBC u {D'} = DO N BC. W3 ycnosa 3amaTka je
A'N cpemma muruja tpoyraa DD'C, a KD' cpemma nurmja tpoyraa AA',
na je KD' || AA' u A'N | DD'. Capna cy y rpoyraosuma KD'C u BNA’
nyxu A'O u D'O pemom cpemme nunuje, ma tauka O nosaosu nysxku KC
u NB. 3uaun uverBopoyrao KNCB je napainemsorpam, na je KB || NC u
KN || BC. Camum tuMm je u AB || DC u AD || BC, na je n 4erBopoyrao
ABCD napaJneaorpam.

Ob6ojumo Tabmy mo mujaronasama y H 6oja. Ilpumermmo ma mmamo 12 —
12 — 13 — 14 — 13 mosma mo oarosapajyhum Oojama. Kako cBaka momMuHa
MIOKpWBa HAajBUIIE jedHO IOJhe CBake 0oje, ToO Mopamo na mMmamo Oap 14
noMuHa. 16 moMumHaA HE MOKEMO na MMaMoO jep Ou Tama cBe Ouie oOJIUKa
1 x4, mTo je y CyIPOTHOCTU Ca MPETIOCTABKOM Ja C€ Y MOKPUBAKY jaBibajy
0b6e BpcTe momuHa. Huje Temko BumeTu na ce MOMIOYaBaAHE MOYKE U3BECTU
cald (8 1xbm6: 1x4)m15 (4: 1 x5m1l: 1x4) nomuna.

Iakne, onrosop je 14 naum 15.

Heka je O mpecek mujaromaJsa. IIpBo mTo je morpebHO mokaszaTu je ma je
AO = AB u CO = CD. OBo je moryhe ypaauTtu Ha OBa HaAUYWHA:

[TpBu mauun: Hera je AO > AB. Tama je <ABO > <AOB, na je u
<CDO > «COD. Mebyrum Tanga je u CO > CD, mTo je y KOHTPAIAUK-
muju ca upernoctaBkom CD + AB = AC. CiauvbHOo ce mokasyje m ga je
cayuaj AO < AB umemoryh.




Hpyru wauwmn: Mzabepumo uwa npony:xketky C'D npeko D tauky F Tako na je
DE = AB. Tapna je yerBopoyrao EDBA mapajesorpam, a mpema yCJIOBY
3agatka FAC jemmarkokpak. Camum tum <AED = <ABD u <AED =

< FAC, ma rako je <FAC = <ACD + <DAB = <AOB, 10 je ANABO
3a1CcTa jeTHAKOKPAaK.

Kako je B’ cumerpuuna tauku B y omsocy Ha npasBy AM, to je AB' = AB,
na cy mnpema mnperxomHoM Tauke B, O m B’ mHa Epyry ca memtpom y A.
Takobe, u3z ucre cumerpuje, npasa AM nmenu BB’ ma mona m caMum TuM
oma je cpemma Juauja y tpoyray B'CB. Cama rako je BB’ 1 AM To
1
je <BB'C = 90°. Iame, xaro je <OB'B = 5 < OAB, To je <OB'C =
1

90° — 3 < OAB u kako je DOC jemmakokpak, 1o je u <ODC = 90°— < OAB,

na je camum tuM DB’'OC tetuBan. W3 tetusroctu je < DB'C = < DOC =
<ABD, mTo je u Tpebasio DOKA3aATH.



12. TPAIVNIIMOHAJIHO MHTEPHO TAKMUYEIKE

MATEMATNUYKE 'MMHA3SNJE
npBu Kpyr — 23.12.2007.

Pemema 3amaraka 3a Apyru paspen

Hexka je n ocrarak npu mememy Opoja y cax, 1j. y=kr+nu0<n<xr—1.
Kako 27 —1 | 28 —1, o m 27 —1 | 2F*+" 2" na omysumamenm ox 2% —1 | 2k¢+n 1
nobujamMo

27 — 12"+ 2.

Camum TuM je 27 — 1< 2" +2<2 1 42, onnocno 271 < 3. 3uaun x = 1 unn
T = 2.

Jacuo je ma 3a cBako n € N map (1,n) pememe. 3a x = 2 umamo 3 | 2¥ + 1,
ma cy y OBOM ciyuajy pemewma (2,2n — 1) 3a n € N.

Hera cumerpana yraa <ABC ceue DE y tauku T. IHoraszahemo ma Tauka
T npunana npasoj KL. Axro je AB = BC, rana T = K € KL. Mosxkemo
npernoctaButu na je AB < BC, jep je y CympOTHOM MOOKa3 aHAJOTaH.
[Ipumerumo ma ce mentap ynucanor kpyra I wHamasu usMmelhy tagarka B
u T, n rakobe nma je T' # E. Karo je ID = IE u <DIE = 180° — ~,

To je <BDT = 90° + %, nma u3 ABDT 3akmyuyjemo nma je <UTD = %.

Kako je u <UAF = %, to je uwerBopoyrao AITE rteruBan. Opnasme je

JATB = <AFEI = 90°. Kako je L cpemumre xunoreny3e AB mpaBoyrior
rpoyraa ATB, to je L m meHTap ONMMWCAHOT Kpyra TOT TPOyTLJia, Ia BajKe
jemnakoctu <LTB = <LBT = <«TBC, onakiue je LT||BC nu T € KL, unme
je MoKa3 3aBpIIEH.

Iloka3z hemo m3BecTU MHAYKIKjOM O OpPOjy KBAPTOBA y I'PaLy.

Ako je Taj 6poj jemnak 1 , tBpheme TpuBujasHo ciaemu, jep rpan (jeauHu
KBAPT) MOKeMO oOuhu Kpy:KHUM IIyTeM.

[IpernocTaBuMo ma TBpheme Baku 3a CBe TpaloBe OMUCAHE y 3aTaTKy Ca
Mame O N KBapTOBa, U Ia je 3alaT TakaB rpaj ca n kBaproBa. [locmarpa-
jMO mpom3BOJBHY yaully Tor rpana. OHa meau rpaj Ha ABa geja U jedaH Ol
BUX UMa UCTY CTPYKTYPY Kao I'pal ONUCAH y 3aaTKy. KRako OoH mMa Mame
Ol N KBApPTOBA, IO MHAYKTUBHO] XUMOTE3N jJeIaH Ol HErOBUX KBAPTOBA MOKE
ce obuhmu kpehyhu ce nmpaBuiHO.

Ha ocuoBy Jleme o mepmyranujama u3z b=>c u y > 2z umamo by + cz > bz + cy.
CauvHo 3aKByUyjeMO ma je u ¢z + ax = cx + az u ax + by > ay + bx, na je

2.2 2.2
S Y
(by + cz)(bz + cy) (by + c2)?

sym sym




1 1 1
> =
by+cz  axr+cz  ax+ by

Iasme, kako je ax > by > cz n , TO je Ha OCHOBY

YeOurmeBi/beBe HEjeTHAKOCTU

—_

w

1 1 1
D> (a22? 1 b2 4+ 22 _p
(%2 + 0y + =) (by—i—cz)2+(aa:—l—cz)2+(ax+by)2 ’

ma Ha OCHOBY A-X HejeqHAKOCTU BaiKu

- a22? + b2y + 222
~(by +c2)? + (ax + c2)? + (ax + by)?

Tpakena HejenmnarocT cana cienu u3 A-K mejenmakocTu

(by+c2)? <20%y° +22?), (ax+c2)?<2(a’z? +c22%), (ax+by)? <2(a®z?+b%y2).
JacHo je ma jemHaKOCT BasKi aKO M CaMO aKo jea=b=cux =y = 2.

Hexka je p 3ajemaunura TanreHTa TUX KpyroBa y Tauku M, a D Tauka mpeceka
npaBe E'F u taurente na kpyr Oy v tauku A. Karko cy CA u Mp tanrenrte
Ha kpyr O1 y taukama C u M, umamo <F'CA = <CMp. Mebhyrtum, <CMp =
FMP u <FMP =<FAM, na je <FCA=<FAM. Y tpoyraosuma MF A
n AFC Baxu <MFA = <AFC n <FAM = <FCA, na cy OHU CIVYHHU.

FM FA 9 9
A= o , Tj. FM-FC = FA%. Mebytum, FM-FC = FO? - R?,

Kao moTeHmuja Tauke Iy ommocy ma kpyr O1, ma je FO? — FA% = R%.
Amanorno je EO? — EA? = R?. Ilakxne,

Oparne je ——

FO? - FA? = EO? — EA?,

na je AO; L FE. Kako je D va npasoj EF,10 jeu DO?—DA? = FO?—FA? =
R?, nma je DO} — R? = DA?. Takobe, DA je taurenta ua xpyr Qs y A, ma
je DA% = DO3 — R3, xao norennuja Tauke D y onsocy ma Oq. Ilpema Tome,
noouau CMO Oa Bayku

DO? — R? = DO? — R3,

ma Tavka D uMa jeaHaky nmoreHnujy y omHocy Ha kpyrose O u Os, Tj. aexun
Ha BUXOBO] PAANKAJIHO] OCH.



12. TPAIVNIINOHAJIHO MHETPHO TARKMUYEILE
MATEMATUYRE 'MMHA3SMNJE

npBu Kpyr — 28.12.2007.

Pemema 3amaraka 3a Tpehu m 4eTBpTU pa3pen

Heko je H31(a,b) = d. okazahemo ma ce mory mobutu CBe BPETHOCTU MM
rakBe na d | m u m < b.

JacHo je ma je Opoj murapa y mocymaMma yBek mesouB ca d. Ocraje jomr na
OOKaKeMO 1a je Moryhe mobuTu cBako m nesbuBo ca d. be3 ymamema orii-
TOCTU MO;KEMO MPETHOCTABUTHA Ha je d = 1, jep mocyme MOKEMO ,,CMAmUTH
d myra. Y oBoMm caydajy mocroju k Tako na je ka = m (mod d), ma ce m
auTapa y nmocymu b moxkemo mobutum cunameM k IIyTa CBe€ TE€UHOCTHU U3 IO-
cyme A y mocyny B, y3 eBenTyasHO mpaskmeme mocyne b kam ce oHa HAyHU
no Bpxa. OBuUM je moka3 y MOTIYHOCTU 3aBPIIEH.

Onpemumo f(1) = a. Yronuko craBumo y = 1 mobujamo

_ f(z)
Mot V)= 0o i@ v a @
na je pemom f(2) = %, f3) = 5_&4@ u f(4) = m. Ca mpyre

cTpaHe 3a r =y = 2 nmobujamo

2f(2) +8f(4) =1,

na 3amMeHoM Bpennoctu 3a f(2) u f(4), nupeko a, nobujamo a = 1.
Onpemuvo u f(n) m To Tako mro hemo u3 gopmyne (1) m3Bectu popmyay
3a f(x +n). Haume, Basku

f(z)
(n?+2nx)f(z) +1°

flz+n) = (2)

mTO mOoKa3yjemMo umHAykmujoMm. W3 mocnemme jemmarkoctu je f(n + 1) =
1

(n+1)*
1
Cnenehe mro je morpebHO ompenutu je f (—) N3 nate jemmakocTtu 3a
n
1
xr=nwuy=—, y3 kopumheme jemqaakoctu (2) mobujamo
n
1 1 1
s+ 1 (%) = s =7 T
n)  fln+1/n) f(1/n)

1
3amenom f(n), mocue cpebuBama mobujamo f <—> =n?,
n



1

Konauno 3a x = m u y = — U3 mare jeIHAKOCTU U jeqHakocTu (2) mobujamo
n

2

m n

@)%
n m

. . 1 .
[Iposepa nokasyje na ¢ymenuja f(r) = —, 3a r € Q7, 3amoBosmasa yciaose
r
3a/1aTKAa.
Pacmopenumo O6pojeBa ay, ao,..., a, TUM pemnoM Ha Kpy:kHuIy. Heka je

A} Tauka Koja oarosapa Opojy ai. Kazahemo ma Ay majopupa A; arxo je
cyMma 6pojeBa on aj IO aj_1 Yy CMepy KpeTama Ka3aJbKe Ha CaTy IO3UTHUBHA.
[Tpumerumo na je N ympaBo Opoj Tauyaka koje Ap Mmajopupa.

Hoxraxnmo na ako A, majopupa A; m A; majopupa A;, na A majopupa
A;. Hamme, arxo cy va Kpyry pemom Ay, ma A;, na A; ctBap je TpuBHjalHa.
Y cympoTHOM ako cy Ha Kpyry Ay, ma A;, ma A;, Tana je cyma ox aj 0 G;—1
jemHakra 30Upy cyMa Of ap IO Gj_1 X OX a; IO a;— MuHyc 1 (cyma cBUX), a
oBO je bapem 1+1—1=1. Taxobe, nmamo na nmm Ay, majopupa A; nmm A;
Majopupa Ay (30up cyme onm ap IO aj—1 M O aj IO ap—1 je 1, ma je Gapem
jenHa Ol HUX MO3UTUBHA).

Kam cMo 0BO 3aKbydniIn MOKEMO IPUMETUTH [a BasKU: ako A Majopupa
Aj, orna u Nj > N;. Hanme, cBe Tauke koje A; Majopupa, Majopupa u Ay
u jom Ay majopupa Aj. CaMuM TuM, U3 IPYTror 3aKJby4Ka KOJU CMO U3BEJIH,
3a cBe k # j je mmm N > N; nnmu N; > Nj, ma cy cBu 6pojesu Nj, 3amcra
pPa3JIUIUTHU.

Heka je <BAP = <DAQ = o, n Hera cy A; u P, omaocHO Ao u (Qo OAHOK]A
BucuHa u3 temena A mu P y Ttpoyray ABP, onHocHO 3 A u () y TpPOyTiIy
ADQ, penom. Osmaummo ca H' u H” oproneHTpe MOMEHYTUX TpPOYTJIOBA
DAQ n PAB.

[Ipernocrasumo na je H'H"” 1 AC, u nera je {H} = H'H" N AC. Yersop-
oyraosu HH"A1C n HH'AsC cy TeTuBHU, ITa, MMaMO

AH" - AAy = AH - AC = AH' - A5C.

Takobe, DQoH'Ay u BA1H"P, cy Terusnu, na je AAs - AH' = AD - AQ>
u AP, - AB = AA; - AH”, mTo 3ajeiHo ca OPeTXOMHMM jeIHAKOCTHMA, 1aje
AQ1-AD = AP, - AB. Kaxko je AP, = APcosa u AQ = AQs cos a, mobujamo

1 1
AD - AQ = AP - AB, nta je u EAD-AQsina = §AP-ABSina, Tj. SAADQ =

Saapp. Hpema tome, H'H” 1 AC noBnaun Saapg = SAABP.

O6puyTo, aro je Saapg = Saapp, mobujamo AH'- AA; = AH" - AA,. Hera
cy G u I, pemom, nomuoskja HopMaJsia u3 H” u H' ma AC. Ha ocrmOBy
IPETXOJHOT MMaMO

Al - AC = AH'- AAy = AH" - AA, = AG - AC,

na je G=1u HH" 1 AC, unme je moka3 3aBpIIeH.



