11. TpamUIIMOHAJIHO MHTEPHO TAKMUUEH€ YUCHIKA
MaremaTuuke TIMHA3M]jE
npyru kpyr — 18.03.2007.

Pemema 3amaTaka 3a npBmu pa3pen

1. IIpumermmo mpBo ma je <AHL = <KMB = <LMA = <ACB. FKaxko je
LP texumua my:K KOja OAroBapa XWUIMOTEHY3U mpaBoyryor tpoyria ALH,
0 je u <PLH = <PHL, na je werBopoyrao LSMT teruBau. Cana je
<LST = <LMT = <AHL, tj. npase HK u T'S cy nmapanenue. Kako je
HK | BC, o jeuTS 1L BC.

2. Kakojel—z—y+ay=(1—-2)(1—y)>0 10 jen
l+z+y+ay=(x+1)(y+1)>2(x+y).
Cauuno mobujamMo M Heje THAKOCTH
(y+1Dz+1)=22w+2), (+1)(x+1)=2(z+2).

MHuoskemeM OBe TPU HEjeIHAKOCTU W KOPEHOBAWmEM I00MjaMO TpasKeHy He-
jeTHAKOCT.
JenmHakocT BasKM aKO M caMO ako je x =y = 2 = 1.

3. Pazaukyjemo nBa cayuaja:

(1) Koopmuuatuu mouerak je o3HadeH. Pas3bujmo mpeocrasie 24 Tauke
ckyna S X S ma 12 mapoBa HEHTPAJIHO CUMETPUYHUX Tadvaka (LeHTap
CUMeTpUje je KOOPIUHATHU IIOUeTak). KaKo je 03HAUeHUX TadyaKka BUILE
on 13 y jemnom on OBUX mapoBa cy obe Tauke o3HaueHe. 1e ABe Tauke
1 KOOPAWHATHU TMOUYETAK CY TPU TPaKEHE TAUKe.



(2) Koopmuuarthu nouverak Huje o3HaveH. Pa3zbujmo mpeocrase Tauke CKyna
S x S Ha 8 TPOjKM KO KOjUX je jemHa CpemuInTe mpeocratie ase. 10
MOKEMO YUMHUTU Ha cjenehu HaYWH :

(1) ((=2,2),(-1 2) (0,2)); (2) ((=2,1),(=1,1),(0,1));

3) (= ), 0),(=2,-1),(=2,-2)); (4) ((=1,0),(-1,-1),(=1,-2));
(5) (( T )?( ) (27 1)) (6) ((0’ _2)’(17_ )’( ’ ))

(7) ((1,0),(1,1),(1,2)); (8) ((2,0),(2,1),(2,2));

Kaxko je 6poj osnauenux tavaka 17, Ha ocHOBY IupuxaIeoBOT IPpUHIIUIIA
MIOCTOJW TPOjKa y KOJOj Cy CBe TayKe O3HAUEHe, a Te TadyKe 3a10BOJI-
jaBajy ycJoOBe 3aaTKa.

Jacuo je ma je map (n, k) = (2,3) pememe nare jemnauune. Jlokakumo na je
TO U JeIUHO peIllene.

Moxemo mpernoctaButu na je n > 2. IlocmarpajmMo maTy jemHarKoCT 1O
Mmonyny 7. llecma cTtpaHa marte jemHakocTu maje ocrtaTke 1,2 u 4, a yeBa
6,1,1,6,5,0 u 3, mo Momysy 7, ma caMUM TUM ODOe CTpaHe MOpajy naBaTu
ocrarak 1 mo moxyay 7. OBo je jemmuo moryhe ykoJamko je k memuBo ca 3,
Tj. yroxmko je 2F mormyn ky6 mpupommor 6poja. Kako je n® —5n+10 < n?,
TO Mopa Outu

nd—bn+10< (n—1)2 =n® —3n? +3n + 1,

(umage 6u ce 6poj n® — 5n + 10 mMorao cmectuTu mameDy mBa Kyba), Tj.

) ) 4\? 11 _ 11
3n“ —8n +9<0. Mebyrum 3n* — 8n +9 = 3 n—3 —|—€>§,

oITo

NOKa3ayje ma He MMOCTOjU peleme KO Kora je n > 2.

n
TpakeHn MakCUMyM je [5]

IlokakmMO TIPBO Ja je OBO IOpHa I'paHUIlA TAaKO IMTO heMO OOKa3aTu Oa
3a mer y3actomHux temena n-toyraa A, B,C,D,E, ue mory oba ABCD u
BCDFE outru ranreatHa. [IpernmocraBumo cynporuo. Tana je

AB+CD=BC+AD n C(CB+DE=BD+CE,

a camuMm tuM u AB + DE = AD + BE. Mebyrtum nocaenme je Hemoryhe,

jep je ABDFE KoHBEKCaH Y4eTBOPOYTao.

n
Iokaxxumo u na ce {5} MOYKE€ OCTBAPUTU. ROHCTPYUIMMMO TAHTE€HTAH TpAaIe3

] T(n — 2 .
TakKaB Ma Cy My YIJIOBU Ha Mam0j OCHOBUIIA ¥ Hexka je my:xuna me-
n

roBe Mame OCHOBUIIE T, a KPaka ¥. 3a n MapHO MOBOJLHO je Y3e€THU N-TOYrao
KOME Cy CBU YIJIOBU jeTHAKU & NY:KUHE CTPAHUIA PEIOM T,Y,X,Y,... Y KO-
JIVKO je M HellapaH MOXKeMO KOHCTPYUCATHU N+ 1-Toyrao Ha IPETXOIHN HAUNH

u 3atuM u3bpucatu A,11, a A, npemectutry Tako na je A, _2A,_1A, A1 Tan-
n—1

TeHTaH, yuMe M00MujaMo TadyHO TpasKEeHNX YeTBOPOYTJOBA.



11. TpamMnuOHAJIHO MHTEPHO TaKMUUEHE€ yUEHUKA
MaTtemMaTuke TUMHAa3Mje
npyru kpyr — 18.03.2007.

Pemema 3amaTaka 3a mpyru pa3pen

Axo 3amenumo r =t, y = z = 0, umamo

f)+f0) + f(t) = 3f(t)
f

t
, 2 = 5 UMaMO

DN | o+

t
27y

f(#) + f(0) + f(0) = 3£(0),

omuocuo f(t) > f(0). Hawme f(t) = f(0) 3a cBako t. Kako koHCTaHTHA
¢yHKIUja 3a40BOJbaBa YCJIOBE 3a4aTKa, CBe TpaskeHe (YHKIUje Cy yIpaBoO
KOHCTAHTHE (YyHKIN]eE.

omuocuo f(0) > f(t). Ako 3amenuMoO T =

Kako je tpoyrao ABC' jemnakorkpak, 1o je < BAC = <ABC = «. Heka
je <ADB = . IloBosmHO je morka3aTtu na je ¢ = «. I[lpumeHOM CUHYCHUX
teopema Ha Tpoyraose ADB u ADC nobujamo

AD BD AD AC

sina  sin(180° — g —a)  sin(180° — 2a)  sin(180° — o)

MHoOkemeM OBUX jeTHAKOCTU U MPUMEHOM JAaTOT yCJIOBa JI00MjamMo
sin « - sin 20 = sin g - sin(p + «).

N3 popmyna 3a TparHchopManmjy IpomsBoLa CUHyca y 30up, m3 mare jen-
HaKOCTU nobujamo sin 3a = sin(2¢ + «), mITO je eKBUBAJIEHTHO ca 3a = 2¢ 4+«
unu 3a = 360° —2p—a. MebhyTum apyra jeqHakOCT He MOKe Ja BayKU, jep U3
we mobujamo ¢ = 180° — 2, Tj. <BAD = «, mTo je ouursenHo memoryhe.
3Hauu Mopa OuTu o = , mMTO je Tpebaso MOKa3aTH.

ITorkazahemo ma je omrosop 2007.

Mosxemo 3armyuyjemo na je n > 2007, jep ako y IpBOj BPCTU U IMPBO]
KOJIOH O0OjuMO CBe KBaJpaTuhe ceM OHOT KOjU Ce€ HAaJa3u Yy HBUXOBOM
npeceky, obojunu cmo 2006 kBagparuha, a He TOCTOjU HUjeIaH MPABOYTIN
TPOyrao ca TPasKeHUM OCOOMHaMA.

OO6pHyTO, IpeTnocTaBUMO na je 000jeHo n KBaaparuha Tako Ma He MOCTOju
HUjedaH MPaBOYTJIX TPOYyTrao ca TpakeHUM ocoOmHaMma. JloraskuMo ma je



n < 2006. Ha3oBUMO BPCTY WMJIU KOJIOHY ,, TEITKOM aKO CAApP:KU BUIIE O
jemHor obojeHor kBagpatuha u ,JakoMm’ wuHadve. /lakie, He TOCTOje TemKa
BpPCTa U TEIIKa KOJIOHA Y UMjeM MMPEeceKy ce HaJsas3u 000jenn kBaapatun. Ako
HeMa TEIIKUX BPCTa, CBaKa BPCTa CaIp:KU HajBUIE jenaH o00jeH KBaapaTun,
ma ux je HajBume 1004. Cauuyan 3ak/bydvak U3BOAUMO U 38 KOJOHE. AKO IO-
CTOje TEIKa BPCTA M TEIIKa KOJIOHA, CBAaKM O00OjeHUM KBaApPATUN y TEIMIKO]
KOJIOHW, OTHOCHO BPCTHU, MOpa JEXRATU y JaKO] BPCTU, OTHOCHO KOJOHWU.
Ilaxkne, 6poj obojenux kBampartuha je He Behm om Opoja Jakux BpcTa u
KOJIOHA, Koju je Hajume 2(1004 — 1) = 2006.

Kaxko
T p 2" | T4 p-2" 10 T —p- 2027w T —p- 20| 2"y,

ma camuM M 7" — p - 2" gemu m H3I(2 - 7, 2" lp). Ilpumerumo ma je
H3II(2- 7,27 ) = 2. H31(7, p).

Yxronuko je p =7 umamo 7" —p-2" =7 (71 —2") ma uz 7- (71 —2") | 14,
3akmyuyjemo na je 71 —2" = 1. MebyTtum rako je 7! =3 1, To mocareama
jemHayuHa HEMAa peNlema.

3HaUM MOKEMO MPETIOCTABUTHU 1a je p # 7. Tama 7™ —p- 2" | 2, na camum
um 7" — 1 =p-2". Yroauko je m = 1 mobujamo A = 13, mrTo 3am0BOLaABA
yciyioBe 3amaTke. lIpermocraBumo 3ato na je m > 1. Kako je

1 =TT T 1),

TO p Mopa buru jemHaro 3 m 7"l 4+ ...+ 7+ 1 = 2" Tlocmarpamenm
MOCJIe i€ jeHAKOCTU IO MOAYJIY 2 BUIUMO Oa je m mapaH, Tj. m = 2k.
Mebyrum Tazxa je 7" — 1 = 49 — 1, ma Ha MCTW HAYMH KAO M IPETXOIHO]
jemHakocTtu mokasyjemo mna je k mapam mau k = 1, tj. A = 97. Mebhyrum
Tama je

49 —1=(50-1)* =1 =0 (mox 5),

MITO j€ OYUrJieHa KOHTPAAUKII]A.
Suaum jemuHe moryhe meaobpojue Bpemmoctu 3a A cy 13 m 97, xKoje cy
npocTtu OpojeBu.

Kopuctuhemo opujentucane yriaose.

Xowmoretuja ca nearpoMm y N koja ciauka ko y ki, cauka u npaBy BC' y npaBy
[ Traurentny Ha ayk BC roju He canpsku Ttavky IN. 3060r mapajeiaHoctu [
ca BC Tauka moMmenyTor moaupa Mopa outu tauka P myka BC. Ha ocHoBy
ocobuna xomoretuje tauke N, M, P cy konuneapse, na je <M PB = < NPB.
Cnuuno je u < BQK = < BQN. Kaxko cy uerBopoyraosu BBiMP n BB1KQ

TETUBHU, UMaMO 11a je
<BBiM +<KB1B=<BPM+<KQ@QB=<BPN +<N@B =m,
Te Tauka By aexu ma npasoj KM. Caenu na je

<BQBy =< BKB; =<BKM.



KRaxko je BK ranrenra kpyra ks TO je
<BKM =<KNM =<QNP =<QBP.

Suaun < BQ B, = <QBP, onakiue cienu na cy npase BP u QB napaJemse.
Cnuuno ce mora3yje u ma cy npase BQ) u PB; mapaseane. OBuM je mokas
3aBpIIEH.

Hanomewna. 3amaTak ce Ha UCTU HAYUH MOKE PEIIUTU U KOPUITNEHEeM HEOPU-
JEHTUCAHUX yTJIOBA.




11. TpamMOIMOHAJHO MHTEPHO TAKMUUYEH€ YUEHUKA
MaTtemaTuuke TUMHAa3Mje
npyru xkpyr — 21.03.2007.

Pemema 3amaraka 3a Tpehu u uerBpTH; paspen

Kako je p € A, To Mopajy mocrojaru IpUpogHN OPOjeBU T M Yy TAKBU 14 je
p? = 22 + 22

Ouuro je p > 2, ma je p HemapaH. 3aToO U T MOpa OWUTU HEMAPHO, Yy MAPHO
(jep 6u nEAaUe p? GUIO KOHTPYEHTHO ca 3 Mo MomyTy 8) u (x,y) = 1. Bpojesu

p—x p+T . . : .
5 ¥~ CY Yy3ajaMHO IpOCTH, jep UM je 36up mpocT OPoj. Y KOIUKO
3amnumieMo y = 2yj, U3 JaTe jeIHaYnHe TOoO0ujamMo
p—x p+x 9
. —9
92 2 Yt
IITO 3HAYUU 14 je
p—z 2 Pt 5
= 2s =t

2 ’ 2

AN N
pPre_ 252, P— _p2

2 2
Y o06a cayuaja je p=2s>+t%, 1j. p € A.
[IpumeTumo na je

243 2ab?
— =204 — 5.
a’ + b2 a? + b2
2ab? 2ab?
Kako je mo AI' mejemmakocTu < =b 1O je
! Jea a?+b% = 2ab .

2a3 23 23

a2+bz—|—62+c2—i—c2+a2>2a—b—|—2b—c+2c—a=a—|—b—|—c.

JemHAKOCT BaKM aKoO W caMoO akKo je a = b = c.

OzunaunMo meHrpe kpyrosa k, ki, ko ca O, O1 u Oy penom. M3 morenmnuje
tauke Py omHOoCcy Ha Kpyr ki mobuwjamo PB;- PA; = PA?, a u3 noTternuje
Tauke P y omHOCy Ha KpYT kg, PBy - PAy = PA%. CaMuM TUM MMaMO

PB, _ PA,
PBy, PA;’




ma cy Tpoyriosu PB1By u PAs Ay canunu. 3aro je < BoB1P = <t A1 AsP.
Kako je <A101B1 = <A1OP =2 < A1 AP, 10 je

<01B1By =180° — <« BoB1P — <0O1B1 A1 = 90°,

IITO je 1 Tpebasio JTOKa3aTH.

[IpernocTaBUMO ma je OArOBOP MO3UTUBAH, U Ha je De3 cMamema OMIITOCTU
6ap mMOJOBUHA KOJIOHA IIPETERHO IIPBEHO 000j€Ha; TPUTOM IPETIOCTABILAMO
[a Cy KOJIOHE TaKO COPTUpAHE Ma je TO Dalll JeBa MOJOBUHA. Y TOj MOJOBUHUA
MOpaMoO MMaTu Mame ox 1/8 yrymnHe nmoBpumae tabaume o6ojeno y Geso, na
3aTO OHUX BpPCTa Koje caupske 1/4 Genux mosba y JeBOj MOJOBUHUA UMA MAHE
on mosa. CBe ocrajsie BpcTe (IakJje BUIIE O MOJia) caapske Bumie oxn 1/4
IPBEHUX T0Jba, IMMTO WX MO YCJIOBY 3aMaTKa YuHU npeoBaabhyjyhe npBeHuM.
Csaka on tux npeosinabyjyhe upsernux Bpcra canp:xu Bume ox 1/4 npHux
1I0Jba y MECHOj MOJIOBUHU TAOJUIE, MITO YUHU BUIIE O 1/8 MMOBPINUHE IeJe
rabmure. Mebhyrum, y sneBoj nonoBunu je Gap 3/8 moBpmumue Tabiauie Ip-
BEHO, TIa je MOBpIIMHA NpBeHOTr xesa tabaune seha ox 1/2. OBum mobujamo
KOHTPAIUKIN]y, Te TpaskeHO Dojeme Huje Moryhe.

PauynameMm mpBUX HEKOJUKO UJaHOBA HU3a NOOMjaMO
a1 =2, a2=3, a3 =5, ag =7, a5 =9, ag =11, a7 = 13.

Ilakiye 3a cBaku mpocT Opoj p < 13 mocToju unan AemsuB ca p. JlorazruMo
cama ma ux mMma OeckoHauHo. lIpermoctaBuMoO CympOTHO, Tj. Ma UX 3a HEKO
p<13 uMa KOHAYHO U HEKA je ap OoHaj ca HajBehum urnexkcom. VI3 pekypeHTHE
jemHavyuHe moOujamMo

agk = a3zk—1 + ak,



a3k+1 = agg + ag,
a3k+2 = A3k+1 + ag,

IIa Cy 6p0jeBI/I a3k—1, 03k, A3k+1, A3k+2 KOHI'DYEHTHU HEKOM d 1o MOAYyJIy D.
[IpernocTaBUMO ma HUCY IEJBUBU Ca P jep O Yy CYIPOTHOM KOHTPAIUKIIA]A
ca MpeTmoCcTaBKOM Beh Owmia mobujena. lame mmamo ma je

agk—3 = A9k—4 + A3k—1,

a9k—2 = A9k—3 + A3k—1,

A9k+8 = A9k+7 + A3k+2.

Hakne, nobunm cMO na OPOjEBU aAgk—_4, A9k—3, .-, A9k+s8 O MOILYIY D UYWHE
ApUTMETUYKY IIPOTPECUjy ca KOpPakoM d KOju HUje meJbuB ca p. Kako oBux
opojeBa mma Oam 13, To 3a cBaku npoct 0poj p < 13, mehy wmuma mocrtoju
Opoj memuB ca p, MITO OMET AOBOAM MO0 KOHTpaaukiuje. OBuUM je mokas y
MIOTIIYHOCTY 3aBPIIEH.



