
11. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika

Matematiqke gimnazije

drugi krug – 18.03.2007.

Rexeǌa zadataka za prvi razred

Primetimo prvo da je ^ AHL = ^ KMB = ^ LMA = ^ ACB. Kako je1.

LP te�ixna du� koja odgovara hipotenuzi pravouglog trougla ALH,
to je i ^ PLH = ^PHL, pa je qetvorougao LSMT tetivan. Sada je
^ LST = ^ LMT = ^ AHL, tj. prave HK i TS su paralelne. Kako je
HK ⊥ BC, to je i TS ⊥ BC.
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Kako je 1 − x − y + xy = (1 − x)(1 − y) > 0 to je i2.

1 + x + y + xy = (x + 1)(y + 1) > 2(x + y).

Sliqno dobijamo i nejednakosti

(y + 1)(z + 1) > 2(y + z), (z + 1)(x + 1) > 2(z + x).

Mno�eǌem ove tri nejednakosti i korenovaǌem dobijamo tra�enu ne-
jednakost.
Jednakost va�i ako i samo ako je x = y = z = 1.

Razlikujemo dva sluqaja:3.

(1) Koordinatni poqetak je oznaqen. Razbijmo preostale 24 taqke
skupa S × S na 12 parova centralno simetriqnih taqaka (centar
simetrije je koordinatni poqetak). Kako je oznaqenih taqaka vixe
od 13 u jednom od ovih parova su obe taqke oznaqene. Te dve taqke
i koordinatni poqetak su tri tra�ene taqke.



(2) Koordinatni poqetak nije oznaqen. Razbijmo preostale taqke skupa
S × S na 8 trojki kod kojih je jedna sredixte preostale dve. To
mo�emo uqiniti na slede�i naqin :

(1) ((−2, 2), (−1, 2), (0, 2)); (2) ((−2, 1), (−1, 1), (0, 1));
(3) ((−2, 0), (−2,−1), (−2,−2)); (4) ((−1, 0), (−1,−1), (−1,−2));
(5) ((0,−1), (1,−1), (2,−1)); (6) ((0,−2), (1,−2), (2,−2));
(7) ((1, 0), (1, 1), (1, 2)); (8) ((2, 0), (2, 1), (2, 2));

Kako je broj oznaqenih taqaka 17, na osnovu Dirihleovog principa
postoji trojka u kojoj su sve taqke oznaqene, a te taqke zadovol-
javaju uslove zadatka.

Jasno je da je par (n, k) = (2, 3) rexeǌe date jednaqine. Doka�imo da je4.
to i jedino rexeǌe.
Mo�emo pretpostaviti da je n > 2. Posmatrajmo datu jednakost po
modulu 7. Desna strana date jednakosti daje ostatke 1,2 i 4, a leva
6,1,1,6,5,0 i 3, po modulu 7, pa samim tim obe strane moraju davati
ostatak 1 po modulu 7. Ovo je jedino mogu�e ukoliko je k deǉivo sa 3,
tj. ukoliko je 2k potpun kub prirodnog broja. Kako je n3 − 5n + 10 < n3,
to mora biti

n3 − 5n + 10 6 (n − 1)3 = n3 − 3n2 + 3n + 1,

(inaqe bi se broj n3 − 5n + 10 mogao smestiti izme�u dva kuba), tj.

3n2 − 8n + 9 6 0. Me�utim 3n2 − 8n + 9 = 3

(
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3
, xto

dokazauje da ne postoji rexeǌe kod koga je n > 2.

Tra�eni maksimum je
[n

2

]

.5.

Doka�imo prvo da je ovo gorǌa granica tako xto �emo dokazati da
za pet uzastopnih temena n-tougla A,B,C,D,E, ne mogu oba ABCD i
BCDE biti tangentna. Pretpostavimo suprotno. Tada je

AB + CD = BC + AD i CB + DE = BD + CE,

a samim tim i AB + DE = AD + BE. Me�utim posledǌe je nemogu�e,
jer je ABDE konveksan qetvorougao.

Doka�imo i da se
[n

2

]

mo�e ostvariti. Konstruiximo tangentan trapez

takav da su mu uglovi na maǌoj osnovici
π(n − 2)

n
. Neka je du�ina ǌe-

gove maǌe osnovice x, a kraka y. Za n parno dovoǉno je uzeti n-tougao
kome su svi uglovi jednaki a du�ine stranica redom x, y, x, y, . . . Uko-
liko je n neparan mo�emo konstruisati n+1-tougao na prethodni naqin
i zatim izbrisati An+1, a An premestiti tako da je An−2An−1AnA1 tan-

gentan, qime dobijamo taqno
n − 1

2
tra�enih qetvorouglova.



11. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika

Matematiqke gimnazije

drugi krug – 18.03.2007.

Rexeǌa zadataka za drugi razred

Ako zamenimo x = t, y = z = 0, imamo1.

f(t) + f(0) + f(t) ≥ 3f(t),

odnosno f(0) ≥ f(t). Ako zamenimo x =
t

2
, y =

t

2
, z = −

t

2
, imamo

f(t) + f(0) + f(0) ≥ 3f(0),

odnosno f(t) ≥ f(0). Dakle f(t) = f(0) za svako t. Kako konstantna
funkcija zadovoǉava uslove zadatka, sve tra�ene funkcije su upravo
konstantne funkcije.

Kako je trougao ABC jednakokrak, to je ^ BAC = ^ ABC = α. Neka2.
je ^ ADB = ϕ. Dovoǉno je dokazati da je ϕ = α. Primenom sinusnih
teorema na trouglove ADB i ADC dobijamo

AD

sinα
=

BD

sin(180◦ − ϕ − α)
i

AD

sin(180◦ − 2α)
=

AC

sin(180◦ − ϕ)
.

Mno�eǌem ovih jednakosti i primenom datog uslova dobijamo

sinα · sin 2α = sinϕ · sin(ϕ + α).

Iz formula za transformaciju proizvoda sinusa u zbir, iz date jed-
nakosti dobijamo sin 3α = sin(2ϕ+α), xto je ekvivalentno sa 3α = 2ϕ+α
ili 3α = 360◦−2ϕ−α. Me�utim druga jednakost ne mo�e da va�i, jer iz
ǌe dobijamo ϕ = 180◦ − 2α, tj. ^ BAD = α, xto je oqigledno nemogu�e.
Znaqi mora biti α = ϕ, xto je trebalo dokazati.

Pokaza�emo da je odgovor 2007.3.
Mo�emo zakǉuqujemo da je n ≥ 2007, jer ako u prvoj vrsti i prvoj
koloni obojimo sve kvadrati�e sem onog koji se nalazi u ǌihovom
preseku, obojili smo 2006 kvadrati�a, a ne postoji nijedan pravougli
trougao sa tra�enim osobinama.
Obrnuto, pretpostavimo da je obojeno n kvadrati�a tako da ne postoji
nijedan pravougli trougao sa tra�enim osobinama. Doka�imo da je



n ≤ 2006. Nazovimo vrstu ili kolonu ,,texkom” ako sadr�i vixe od
jednog obojenog kvadrati�a i ,,lakom” inaqe. Dakle, ne postoje texka
vrsta i texka kolona u qijem preseku se nalazi obojeni kvadrati�. Ako
nema texkih vrsta, svaka vrsta sadr�i najvixe jedan obojen kvadrati�,
pa ih je najvixe 1004. Sliqan zakǉuqak izvodimo i za kolone. Ako po-
stoje texka vrsta i texka kolona, svaki obojeni kvadrati� u texkoj
koloni, odnosno vrsti, mora le�ati u lakoj vrsti, odnosno koloni.
Dakle, broj obojenih kvadrati�a je ne ve�i od broja lakih vrsta i
kolona, koji je najvixe 2(1004 − 1) = 2006.

Kako4.

7m − p · 2n | 7m + p · 2n to 7m − p · 2n | 2 · 7m i 7m − p · 2n | 2n+1p,

pa samim tim 7m − p · 2n deli i NZD(2 · 7m, 2n+1p). Primetimo da je
NZD(2 · 7m, 2n+1p) = 2 · NZD(7, p).
Ukoliko je p = 7 imamo 7m−p ·2n = 7 · (7m−1−2n), pa iz 7 · (7m−1−2n) | 14,
zakǉuqujemo da je 7m−1−2n = 1. Me�utim kako je 7m−1 ≡3 1, to posledǌa
jednaqina nema rexeǌa.
Znaqi mo�emo pretpostaviti da je p 6= 7. Tada 7m − p · 2n | 2, pa samim
tim 7m − 1 = p · 2n. Ukoliko je m = 1 dobijamo A = 13, xto zadovoǉava
uslove zadatke. Pretpostavimo zato da je m > 1. Kako je

7m − 1 = (7 − 1)(7m−1 + 7m−2 + . . . + 1),

to p mora biti jednako 3 i 7m−1 + . . . + 7 + 1 = 2n−1. Posmatraǌem
posledǌe jednakosti po modulu 2 vidimo da je m paran, tj. m = 2k.
Me�utim tada je 7m − 1 = 49k − 1, pa na isti naqin kao i prethodnoj
jednakosti dokazujemo da je k paran ili k = 1, tj. A = 97. Me�utim
tada je

49k − 1 = (50 − 1)k − 1 ≡ 0 (mod 5),

xto je oqigledna kontradikcija.
Znaqi jedine mogu�e celobrojne vrednosti za A su 13 i 97, koje su
prosti brojevi.

Koristi�emo orijentisane uglove.5.
Homotetija sa centrom u N koja slika k2 u k1, slika i pravu BC u pravu
l tangentnu na luk BC koji ne sadr�i taqku N . Zbog paralelnosti l
sa BC taqka pomenutog dodira mora biti taqka P luka BC. Na osnovu
osobina homotetije taqke N,M,P su kolinearne, pa je ^ MPB = ^ NPB.
Sliqno je i ^ BQK = ^ BQN . Kako su qetvorouglovi BB1MP i BB1KQ
tetivni, imamo da je

^ BB1M + ^ KB1B = ^BPM + ^ KQB = ^ BPN + ^ NQB = π,

te taqka B1 le�i na pravoj KM . Sledi da je

^BQB1 = ^ BKB1 = ^ BKM.



Kako je BK tangenta kruga k2 to je

^ BKM = ^ KNM = ^QNP = ^ QBP.

Znaqi ^ BQB1 = ^ QBP , odakle sledi da su prave BP i QB1 paralelne.
Sliqno se dokazuje i da su prave BQ i PB1 paralelne. Ovim je dokaz
zavrxen.
Napomena. Zadatak se na isti naqin mo�e rexiti i korix�eǌem neori-
jentisanih uglova.
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Rexeǌa zadataka za tre�i i qetvrti razred

Kako je p ∈ A, to moraju postojati prirodni brojevi x i y takvi da je1.

p2 = x2 + 2y2.

Oqito je p > 2, pa je p neparan. Zato i x mora biti neparno, y parno
(jer bi inaqe p2 bilo kongruentno sa 3 po modulu 8) i (x, y) = 1. Brojevi
p − x

2
i

p + x

2
su uzajamno prosti, jer im je zbir prost broj. Ukoliko

zapixemo y = 2y1, iz date jednaqine dobijamo

p − x

2
·
p + x

2
= 2y2

1,

xto znaqi da je
p − x

2
= 2s2,

p + x

2
= t2

ili
p + x

2
= 2s2,

p − x

2
= t2.

U oba sluqaja je p = 2s2 + t2, tj. p ∈ A.

Primetimo da je2.
2a3

a2 + b2
= 2a −

2ab2

a2 + b2
.

Kako je po AG nejednakosti
2ab2

a2 + b2
6

2ab2

2ab
= b to je

2a3

a2 + b2
+

2b3

b2 + c2
+

2c3

c2 + a2
> 2a − b + 2b − c + 2c − a = a + b + c.

Jednakost va�i ako i samo ako je a = b = c.

Oznaqimo centre krugova k, k1, k2 sa O, O1 i O2 redom. Iz potencije3.
taqke P u odnosu na krug k1 dobijamo PB1 · PA1 = PA2, a iz potencije
taqke P u odnosu na krug k2, PB2 · PA2 = PA2. Samim tim imamo

PB1

PB2

=
PA2

PA1

,



pa su trouglovi PB1B2 i PA2A1 sliqni. Zato je ^ B2B1P = ^ A1A2P .
Kako je ^ A1O1B1 = ^A1OP = 2 ^ A1A2P , to je

^ O1B1B2 = 180◦ − ^ B2B1P − ^ O1B1A1 = 90◦,

xto je i trebalo dokazati.
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Pretpostavimo da je odgovor pozitivan, i da je bez smaǌeǌa opxtosti4.
bar polovina kolona prete�no crveno obojena; pritom pretpostavǉamo
da su kolone tako sortirane da je to bax leva polovina. U toj polovini
moramo imati maǌe od 1/8 ukupne povrxine tablice obojeno u belo, pa
zato onih vrsta koje sadr�e 1/4 belih poǉa u levoj polovini ima maǌe
od pola. Sve ostale vrste (dakle vixe od pola) sadr�e vixe od 1/4
crvenih poǉa, xto ih po uslovu zadatka qini preovla�uju�e crvenim.
Svaka od tih preovla�uju�e crvenih vrsta sadr�i vixe od 1/4 crnih
poǉa u desnoj polovini tablice, xto qini vixe od 1/8 povrxine cele
tablice. Me�utim, u levoj polovini je bar 3/8 povrxine tablice cr-
veno, pa je povrxina crvenog dela tablice ve�a od 1/2. Ovim dobijamo
kontradikciju, te tra�eno bojeǌe nije mogu�e.

Raqunaǌem prvih nekoliko qlanova niza dobijamo5.

a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7, a5 = 9, a6 = 11, a7 = 13.

Dakle za svaki prost broj p ≤ 13 postoji qlan deǉiv sa p. Doka�imo
sada da ih ima beskonaqno. Pretpostavimo suprotno, tj. da ih za neko
p613 ima konaqno i neka je ak onaj sa najve�im indeksom. Iz rekurentne
jednaqine dobijamo

a3k = a3k−1 + ak,



a3k+1 = a3k + ak,

a3k+2 = a3k+1 + ak,

pa su brojevi a3k−1, a3k, a3k+1, a3k+2 kongruentni nekom d po modulu p.
Pretpostavimo da nisu deǉivi sa p jer bi u suprotnom kontradikcija
sa pretpostavkom ve� bila dobijena. Daǉe imamo da je

a9k−3 = a9k−4 + a3k−1,

a9k−2 = a9k−3 + a3k−1,

...

a9k+8 = a9k+7 + a3k+2.

Dakle, dobili smo da brojevi a9k−4, a9k−3, ..., a9k+8 po modulu p qine
aritmetiqku progresiju sa korakom d koji nije deǉiv sa p. Kako ovih
brojeva ima bax 13, to za svaki prost broj p ≤ 13, me�u ǌima postoji
broj deǉiv sa p, xto opet dovodi do kontradikcije. Ovim je dokaz u
potpunosti zavrxen.


