
11. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 18.03.2007.

Prvi razred

Neka su AK,BL, CM visine trougla ABC, a H ǌegov ortocentar. Taqka1.
P je sredixte du�i AH. Ukoliko je presek pravih BH i MK taqka S,
a presek pravih LP i AM taqka T , dokazati da je TS normalno na BC.

Dokazati da za realne brojeve x, y, z ∈ [ 0, 1 ] va�i nejednakost2.

(x + 1)(y + 1)(z + 1) >
√

8(x + y)(y + z)(z + x).

Neka je S = {−2,−1, 0, 1, 2 } i neka je u Dekartovom koordinatnom si-3.
stemu na proizvoǉan naqin oznaqeno 17 taqaka iz skupa S×S. Dokazati
da me�u obojenim taqkama postoje tri takve da je jedna od ǌih sredixte
du�i odre�ene sa preostale dve.

Odrediti sve parove (n, k) prirodnih brojeva koji su rexeǌa jednaqine4.

n3 − 5n + 10 = 2k.

Neka je n>5 prirodan broj. Odrediti najve�i broj k (u funkciji od n)5.
takav da postoji konveksan n-tougao kod kojeg je taqno k qetvorouglova
AiAi+1Ai+2Ai+3 tangentno. (Uzima se da je An+j = Aj.)

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



11. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 18.03.2007.

Drugi razred

Na�i sve funkcije f : R→ R koje zadovoǉavaju nejednakost1.

f(x + y) + f(y + z) + f(z + x) ≥ 3f(x + 2y + 3z)

za sve x, y, z ∈ R.

Na stranici BC jednakokrakog trougla ABC (AC = BC) data je taqka2.
D 6= C takva da je

AD2 = BD ·BC.

Dokazati da je AD = AB.

Data je tablica dimenzija 1004× 1004. Na�i najmaǌi prirodan broj n3.
takav da se za svako bojeǌe n poǉa tablice mogu na�i 3 obojena poǉa
qiji centri qine pravougli trougao sa katetama paralelnim ivicama
tablice.

Neka su m i n prirodni brojevi, a p prost broj. Ukoliko je4.

A =
7m + p · 2n

7m − p · 2n

prirodan broj, dokazati da je onda on prost.

Krugovi k1 i k2 se dodiruju iznutra u taqki N , pri qemu k1 ima ve�i5.
polupreqnik. Tetive BA i BC kruga k1 pripadaju tangentama kruga k2

u taqkama K i M redom. Neka su Q i P sredixta onih lukova AB i
BC koji ne sadr�e taqku N . Ukoliko se krugovi opisani oko trouglova
BQK i BPM seku u taqkama B i B1, dokazati da je qetvrougao BPB1Q
paralelogram.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.



11. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 21.03.2007.

Tre�i i qetvrti razred

Neka je A = {x2 + 2y2 |x, y ∈ N} i p prost broj. Ukoliko je p2 ∈ A,1.
dokazati da je i p ∈ A.

Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost2.

2a3

a2 + b2
+

2b3

b2 + c2
+

2c3

c2 + a2
≥ a + b + c.

Kru�nice k1 i k2 dodiruju se spoǉa u taqki A i dodiruju kru�nicu k3.
iznutra u taqkama A1 i A2 redom. Neka je P taqka preseka kru�nice
k sa zajedniqkom tangentom kru�nica k1 i k2 u taqki A. Prava PA1

ponovo seqe kru�nicu k1 u B1, a prava PA2 ponovo seqe kru�nicu k2 u
B2. Dokazati da je prava B1B2 zajedniqka tangenta kru�nica k1 i k2.

Mogu li se poǉa pravougaone tablice obojiti u crveno i belo tako da4.
je u celoj tablici isti broj crvenih i belih poǉa, a u svakoj vrsti i

koloni poǉa obojena u jednu od boja qine vixe od
3
4
poǉa u ǌoj?

Niz {an} definisan je sa a0 = 1 i5.

an = an−1 + a[n/3] za n > 1.

Dokazati da za svaki prost broj p613 postoji beskonaqno mnogo qlanova
datog niza koji su deǉivi sa p.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.


