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Matematička gimnazija, Beograd, Nǐs

10. tradicionalno interno takmičenje učenika
Matematičke gimnazije

drugi krug – 12. mart 2006.

Prvi razred – A kategorija

Prirodan broj n je takav da su brojevi 2n + 1 i 3n + 1 potpuni kvadrati. Može li1.
broj 5n + 3 biti prost?

Neka je 4ABC oštrougli trougao i T tačka na manjem luku BC kruga opisanog2.
oko ovog trougla. Neka su G i K podnožja normala iz A i T na BC, a H i L
podnožja normala iz B i C na AT . Dokazati da je četvorougao GHKL tetivan.

U tablici 9×9 sva polja obojena su belom bojom. Odrediti najveći prirodan broj3.
n takav da ma kako n polja tablice obojili crveno to se može naći figura 4× 1 ili
1× 4 obojena belo.

Dat je trougao 4ABC sa centrom upisanog kruga u tački I. Na stranicama AB4.
i BC izabrane su tačke X i Y , tako da je BX = BY . Dokazati da krug opisan
oko trougla 4MXY dodiruje prave AB, BC i krug opisan oko trougla 4AMC,
gde je M druga tačka preseka krugova opisanih oko trouglova 4AXI i 4BY I.

Ako su a, b, c realni brojevi i a2 + b2 + c2 = 1 dokazati nejednakost5.
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+
1
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+
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.

Vreme za rad 280 minuta.
Zadatke detaljno obrazložiti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
Želimo vam puno uspeha.
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Matematičke gimnazije

drugi krug – 12. mart 2006.

Drugi razred – A kategorija

Tangente u tačkama A i C kruga k opisanog oko četvorougla ABCD seku se u1.
P 6∈ BD. Ako važi

PA2 = PB · PD,

dokazati da BD polovi AC.

U tablici 9×9 sva polja obojena su belom bojom. Odrediti najveći prirodan broj2.
n takav da ma kako n polja tablice obojili crveno to se može naći figura 4× 1 ili
1× 4 obojena belo.

Neka je S = {a1, a2, . . . , an} skup od n prirodnih brojeva. Ako svaki pravi3.
neprazan podskup od S ima zbir brojeva koji nije deljiv sa n, da li moraju svi
brojevi skupa S imati isti ostatak pri deljenju sa n?

Dat je trougao 4ABC sa centrom upisanog kruga u tački I. Na stranicama AB4.
i BC izabrane su tačke X i Y , tako da je BX = BY . Dokazati da krug opisan
oko trougla 4MXY dodiruje prave AB, BC i krug opisan oko trougla 4AMC,
gde je M druga tačka preseka krugova opisanih oko trouglova 4AXI i 4BY I.

Dokazati da za svako n ≥ 3 i svaki niz pozitivnih realnih brojeva x1, x2, . . . , xn5.
važi barem jedna od sledeće dve nejednakosti

n∑

i=1

xi

xi+1 + xi+1
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2
,
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2

(podrazumeva se da je xn+i = xi, za svako celobrojno i).

Vreme za rad 280 minuta.
Zadatke detaljno obrazložiti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
Želimo vam puno uspeha.
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Treći i četvrti razred – A kategorija

Pozitivni brojevi p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn su takvi da je
n∑

i=1

pi =
n∑

i=1

qi = 1 i1.

(
k∑

i=1

pi

)
qk+1 ≥

(
k∑

i=1

qi

)
pk+1,

za svaki prirodan broj k, 1 ≤ k < n. Dokazati da je
k∑

i=1

pi ≥
k∑

i=1

qi za svaki

prirodan broj k, 1 ≤ k < n.

Naći sve prirodne brojeve n tako da k+1
∣∣∣
(

n

k

)
za svaki ceo broj k, 0 ≤ k ≤ n−1.2.

Neka je AC najmanja stranica oštrouglog trougla 4ABC. Tačke D i E izabrane3.
su na stranicama AB i BC, tako da je AD = CE = AC. Ako su O i I centri
opisanog i upisanog kruga trougla 4ABC, dokazati da je IO ⊥ DE i da je
poluprečnik kruga opisanog oko trougla 4BDE jednak IO.

Permutacija {a1, a2, . . . , an} brojeva od 1 do n je kvadratna, ako postoji bar4.
jedan potpun kvadrat med̄u brojevima a1, a1 +a2, . . . , a1 +a2 + . . .+an. Naći sve
prirodne brojeve n, tako da je svaka permutacija brojeva {1, 2, . . . , n} kvadratna.

Neka je prava l normalna na pravu OH u tački H, gde su H i O ortocentar i5.
centar opisanog kruga trougla 4ABC, redom. Preseci prave l sa tangentama na
opisani krug u tačkama A,B i C označeni su sa D,E i F , redom. Ako su A′, B′

i C ′ tačke simetrične tačkama D,E i F u odnosu na A,B i C, redom, dokazati
da su one kolinearne.

Vreme za rad 280 minuta.
Zadatke detaljno obrazložiti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
Želimo vam puno uspeha.


