
Pripreme ekipe SCG za IMO 2006.

Probno takmičenje

Prvi dan – 25.05.2006.

Da li postoji permutacija brojeva 1, 1, 2, 2, 3, 3, . . . , 2006, 2006 takva da za svako1.
k, 1 ≤ k ≤ 2006, izmed̄u dva pojavljivanja broja k u toj permutaciji stoji tačno
k brojeva?

Neka su KL i KN tangente iz tačke K na krug k. Tačka M je proizvoljna tačka2.
na produžetku duži KN (preko N), a tačka P je druga presečna tačka kruga k i
kruga opisanog oko trougla KLM . Tačka Q je podnožje normale iz tačke N na
pravu ML. Dokazati da je ugao 6 MPQ dva puta veći od ugla 6 KML.

Lukasov niz {Ln}n≥0 definisan je sa L0 = 2, L1 = 1 i Ln+1 = Ln+Ln−1. Dokazati3.
da je broj

Lp
(p+1)/2 − 1

deljiv sa Lp za sve proste brojeve p > 3.

Vreme za rad 270 minuta.
Rešenje svakog zadatka vredi 7 poena.

Želimo vam puno uspeha.



Pripreme ekipe SCG za IMO 2006.

Probno takmičenje

Drugi dan – 26.05.2006.

Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje važi (a + b)(b + c)(c + a) = 1.1.
Dokazati da je

ab + bc + ca ≤ 3
4
.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 takve da za svaka dva uzajamno prosta2.
prirodna broja a i b koja dele n važi

a + b− 1 | n .

Prave p1, p2, . . . , pn jedne ravni seku se u tački O. Krugovi k1, k2, . . . , k2n iste3.
ravni su takvi da k1 dodiruje prave p1 i p2, a svaki od krugova ki, gde je 2 ≤ i ≤ 2n,
dodiruje krug ki−1 i prave pi i pi+1. Na pravoj p1 izabrana je tačka P1, a tačke
P2, P3, . . . , P2n+1 konstruisane su na pravama p2, p3, . . . , p2n+1, redom, tako da je
prava PiPi+1 tangenta kruga ki, za sve 2 ≤ i ≤ 2n. Dokazati da ako se za neku
tačku P1 na pravoj p1 tačke P1 i P2n+1 poklapaju da se onda za svaku tačku P1

na p1 tačke P1 i P2n+1 poklapaju.
(Indeksi pravih svuda se uzimaju po modulu n)

Vreme za rad 270 minuta.
Rešenje svakog zadatka vredi 7 poena.

Želimo vam puno uspeha.



Pripreme ekipe SCG za IMO 2006.

Probno takmičenje

Treći dan – 27.05.2006.

Simetrale unutrašnjih uglova tetivnog četvorougla obrazuju konveksan četvorougao.1.
Dokazati da su dijagonale dobijenog četvorougla med̄usobno normalne.

Odrediti sve funkcije f : R → R takve da je2.

f(x + f(x) + f(y)) = f(y + f(x)) + x + f(y)− f(f(y))

za svaka dva realna broja x, y.

Na obodu okruglog ostrva nalazi se 20 kuća i u svakoj živi po 20 boraca. Organi-3.
zovan je turnir u kome se svaki borac bije sa svim borcima koji ne žive u njegovoj
kući. Kažemo da je kuća A jača od kuće B ukoliko postoji k različitih borbi bo-
raca iz ove dve kuće takvih da je u svakoj borbi pobedio borac iz A. Ispostavilo
se da je svaka kuća jača od njoj susedne kuće u smeru kretanja kazaljke na satu.
Kolika je najveća vrednost broja k za koje je ovo moguće? (Svi borci su različitih
jačina i u svakoj borbi pobed̄uje jači borac)

Vreme za rad 270 minuta.
Rešenje svakog zadatka vredi 7 poena.

Želimo vam puno uspeha.


