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9. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 13. mart 2005.

Prvi razred – A kategorija

U oxtrouglom trouglu 4ABC, C0 je podno�je visine iz temena C, a C1 sre-1.
dixte stranice AB. Neka su E i F taqke na stranici AB takve da su ^ACE
i ^FCB jednaki. Neka su zatim, M i N podno�ja normala iz A i B na CE,
odnosno CF . Dokazati da taqke M,N,C0 i C1 le�e na istom krugu.

Neka su a, b, c du�ine stranica tupouglog trougla, pri qemu je c > a, c > b.2.
Dokazati da va�i

c3 > a3 + b3.

Neka za pozitivne realne brojeve a, b, c va�i3.

abc > ab + bc + ca.

Dokazati da je
abc > 3(a + b + c).

Na�i sve proste brojeve p takve da je p3 + p2 + p + 1 potpun kvadrat.4.

U traku 1 × n upisuju se redom brojevi 1, 2, . . . , n. U prvom koraku se na5.
proizvoǉno mesto upixe broj 1. Zatim se broj 2 upisuje na poǉe koje je
susedno sa poǉem na koje je upisan broj 1. U svakom slede�em koraku se
naredni broj upisuje u poǉe koje je susedno sa poǉem u koje je ve� upisan
neki broj. U posledǌem koraku se broj n upixe u preostalo slobodno poǉe.
Na koliko naqina je mogu�e izvrxiti takvo upisivaǌe brojeva?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
�elimo vam puno uspeha.
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9. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 13. mart 2005.

Drugi razred – A kategorija

Spoǉa pripisana kru�nica trougla 4ABC dodiruje BC u K i produ�etak1.
AB u L. Druga spoǉa pripisana kru�nica dodiruje produ�etke AB i BC u
M i N . Presek KL i MN je X. Dokazati da je CX bisektrisa ugla ACN .

Neka su x, y i z realni brojevi iz intervala (2, 4). Dokazati nejednakost2.

x

y2 − z
+

y

z2 − x
+

z

x2 − y
> 1.

Neka su n i k prirodni brojevi za koje va�i nk > (k + 1)!. Neka je M =3.
{(x1, x2, . . . , xk) | (∀i) xi ∈ {1, 2, . . . , n}}. Dokazati da od svakih (k + 1)! + 1 eleme-
nata iz M postoje dva (a1, a2, . . . , ak) i (b1, b2, . . . , bk) takvi da je

(k + 1)! | (a1 − b1)(a2 − b2) . . . (ak − bk)

Dato je 18 taqaka u ravni. Oni obrazuju ukupno
(
18
3

)
trouglova qija je ukupna4.

povrxina P . Xest od tih taqaka je obojeno plavo, xest crveno i xest zeleno.
Dokazati da zbir povrxina trouglova qija su temena taqke iste boje nije

ve�i od
P

4
.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
�elimo vam puno uspeha.
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9. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 13. mart 2005.

Tre�i razred – A kategorija

Spoǉa pripisana kru�nica trougla 4ABC dodiruje AB i produ�etke CA1.
i CB u taqkama C1, B1 i A1 tim redom. Druga spoǉa pripisana kru�nica
dodiruje stranicu AC i produ�etke BA i BC u B2, C2 i A2. Prave A1B1 i
A2B2 se seku u taqki P dok se A1C1 i A2C2 seku u taqki Q. Dokazati da su
taqke A, P i Q kolinearne.

Neka su x1, . . . , xn realni brojevi qiji je zbir 0. Neka je m najmaǌi, a M2.
najve�i od tih brojeva. Dokazati da je

x2
1 + ... + x2

n 6 −nmM.

Neka je niz {an} dat sa a1 = 43, a2 = 142 i an = 3an−1 +an−2 za n > 3. Dokazati:3.
a) an i an+1 su uzajamno prosti;
b) za svaki prirodan broj m postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n
takvih da su i an − 1 i an+1 − 1 deǉivi sa m.

Neka su S1, S2, . . . , Sn podskupovi skupa realnih brojeva od kojih je svaki unija4.
dva zatvorena intervala. Ako svaka tri od ovih podskupova imaju zajedniqku
taqku, dokazati da postoji taqka koja pripada bar polovini ovih podskupova.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
�elimo vam puno uspeha.
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9. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

drugi krug – 13. mart 2005.

Qetvrti razred – A kategorija

Neka je taqka P presek dijagonala AC i BD konveksnog qetvorougla ABCD1.
u kom je AB = AC = BD. Neka su O i I centri opisanog i upisanog kruga
trougla 4ABP . Dokazati da ako je O 6= I onda su prave OI i CD normalne.

Neka su x1, x2, . . . , xn celi brojevi qiji je najmaǌi zajedniqki delilac 1, i2.
neka je sk = x1

k + x2
k + . . . + xn

k za sve prirodne brojeve k. Dokazati da

NZD(s1, s2 . . . , sn) | NZS(1, 2, . . . , n).

Neka su a1, a2, ..., an (n > 4) nenegativni realni brojevi qiji je zbir 1.3.
Dokazati da va�i nejednakost:

a1a2 + a2a3 + ... + an−1an + ana1 6
1
4

.

Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i da je broj 2n-tocifrenih prirod-4.
nih brojeva koji imaju n cifara 1 i n cifara 2 u svom dekadnom zapisu, jednak
broju n-tocifrenih prirodnih brojeva zapisanih ciframa 1, 2, 3, 4 koji u svom
dekadnom zapisu imaju isti broj jedinica i dvojki.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na odvojenom listu papira.
�elimo vam puno uspeha.


