
9. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

tre�i krug – Budva, sreda, 13. april 2005.

Prvi razred

Da li postoji prirodan broj n takav da su brojevi1.

2n− 1, 5n− 1 i 13n− 1

potpuni kvadrati?

Mali Paja je na tabli 2005 × 2005 postavio 2005 topova koji se ne2.
tuku. Rekao je malom Ratku i malom Radetu da oni mogu svakog topa da
pomere za jedan skok skakaqa u xahu i da �e u novodobijenom rasporedu
postojati dva topa koja se tuku. Da li je mali Paja u pravu?

Neka je M proizvoǉna taqka u unutraxǌosti trougla 4ABC. Oznaqi-3.
mo sa TA, TB i TC , redom, te�ixta trouglova4BCM , 4CAM i4ABM i
neka je TM te�ixte trougla 4TATBTC . Na�i geometrijsko mesto taqaka
TM , kada se taqka M ”kre�e” po unutraxǌosti trougla 4ABC.

Neka su a, b, c ∈ R+. Dokazati nejednakost4.
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Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.
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Drugi razred

Odrediti sve prirodne brojeve n koji se mogu predstaviti kao suma1.
nekoliko (bar dva) uzastopna prirodna broja.

Dokazati nejednakost2.
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.

Neka je BCLK kvadrat konstruisan spoǉa na stranici BC oxtrouglog3.
trougla 4ABC. Daǉe neka je CD visina iz C, tako da je D na AB i H
ortocentar trougla ABC. Ako se prave AK i CD seku u P , dokazati
da je

HP

PD
=

AB

CD
.

Dat je pravilni 2n-tougao. Proizvoǉna n temena su obojena plavo, a4.
ostala su obojena crvenom bojom. Konstruisana su dva niza brojeva: u
jednom se nalaze sve du�ine du�i koje imaju krajeve crvene boje, a u
drugom sve du�ine du�i koje imaju krajeve plave boje. Dokazati da su
ova dva niza jednaka.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.
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Tre�i i qetvrti razred

Na�i sve parove prostih brojeva p, q takve da je1.

p2n+1 − 1
p− 1

=
q3 − 1
q − 1

,

za neki prirodan broj n.

Dokazati da se tablica m× n mo�e poploqati L-figurama2.

ako i samo ako je m,n > 1 i 8 | mn.
(L-figure se mogu i rotirati.)

Krugovi k1 i k2 se dodiruju spoǉa, pri qemu je polupreqnik kruga k13.
maǌi. Neka su A i D taqke dodira ǌihove zajedniqke tangente d1 sa
k1 i k2 respektivno i neka d2, druga tangenta kruga k1 paralelna sa
d1, seqe krug k2 u taqkama E i F ; napokon neka su taqke B ∈ [EF ] i
C ∈ k2 takve da prava BC prolazi kroz D. Dokazati da krug opisan
oko trougla ABC dodiruje pravu d1.

Na�i sve polinome P (x), stepena n, koji imaju slede�e dve osobine:4.

1◦ skup koeficijenata P (x) jednak je skupu {0, 1, . . . , n};
2◦ sve nule polinoma P (x) su realne.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak pisati na zasebnom papiru.
�elimo vam puno uspeha.


