Skolsko takmiéenje iz matematike

I razred

11. decembar 2004. godine
Gimnazija ”Svetozar Markovi¢” Ni§

1. Akoje z+y+2z =0, dokazati da je x® +y>+ 2% = 3zyz. Dali vazi obrnuto tvrdjenje:
da iz 2% + y3 + 2® = 3xyz sledi da je zbir brojeva z, y i z jednak nuli?

2. Dat je skup brojeva S = {1,3,5,7,—8,—12,13, —14, —16,21}. Milos i Aca igraju
slede¢u igru: naizmeni¢no uzimaju po jedan broj iz skupa S. Pobednik je igra¢ koji na
kraju ima vecu apsolutnu vrednost zbira izabranih brojeva. Ako Milos igra prvi, moze li
izabrati takvu strategiju da obavezno pobedjuje?

3. Krug je podeljen na 6 sektora i brojevi 1,0,1,0,0,0 su upisani u sektore u smeru
kazaljke na satu. Dozvoljen potez je povecati brojeve u dva uzastopna sektora za po 1.
Da li je moguce na kraju dobiti sve jednake brojeve?

4. Dat je trougao ABC i krug sa centrom u O, koji dodiruje pravu AB u B, a pravu
AC u D. Neka je dalje K presecna tacka prave BD sa normalnom iz temena O na BC.
Dokazati da prava AK polovi duz BC.

5. Kojom cifrom se zavrSava zbir 1+2+. . .4n, ako se 13+234. . .+n? zavrsava jedinicom?

Vreme za rad 240 minuta
Svaki zadatak vredi 20 poena
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1. Nadi realna resenja jednacine:

(z+ D'+ (z+2) =97
2. U trouglu ABC je /ABC = 54° i /BAC = 84°. Dokazati relaciju: a®> = c- (b+ c).

3. U jediniénom krugu je dato n razlicitih tacaka A;, As, ..., A,. Dokazati da postoji
tacka X u istom krugu, za koju vazi da je suma rastojanja od ove tacke do ostalih bar n,
tj.

| XA+ | XA+ ...+ | XA, >n.

4. Resiti jednacinu u skupu celih brojeva:
2+ 3 =dyy+1).
5. Velemajstor Milos ima 77 dana da se pripremi za Sahovski turnir. On zeli da igra

najmanje jednu partiju dnevno, ali ne vise od 132 partije ukupno. Dokazati da postoji
niz uzastopnih dana kada je Milos odigrao ta¢no 21 partiju Saha.

Vreme za rad 240 minuta
Svaki zadatak vredi 20 poena
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1. Ako su brojevi p i 2P 4 p? prosti, dokazati da je broj 2! + p? potpun kvadrat.

2. Vlada Republike Srbije se seli u novu zgradu oblika kvadrata sa 2005 x 2005 soba.
Predsednik vlade Aleksandar Veliki, zeli da postavi vrata izmedju susednih soba, tako da
svaka soba ima tacno dvoja vrata. Da li on moze to da izvede?

3. Dokazati da za pozitivne realne brojeva z, y i z vazi nejednakost:

2 2 2
T Y z >x+y+z

+ + Z
y+z x+z x4y 2

Odrediti kada vazi jednakost.

4. Neka je z = cos %” + 2sin 27“, gde je n neparan pozitivan broj. Dokazati jednakost:

N I -
142z 1422 1428 777 1420 2

5. Visine iz A, B, C ostrouglog trougla ABC' seku naspramne stranice u D, E, F,
redom. Prava kroz D paralelna sa EFF sece AC 1 AB u Q i R, respektivno, a E'F seCe
BC u P. Dokazati da opisan krug oko trougla PQ R prolazi kroz sredinu stranice BC'.

Vreme za rad 240 minuta
Svaki zadatak vredi 20 poena



