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8. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

prvi krug – 7. decembar 2003.

Prvi razred – A kategorija

Da li postoje celi brojevi a, b, c, d takvi da je1.

abcd− a = 1235
abcd− b = 235
abcd− c = 35
abcd− d = 5 ?

Odrediti f(x) ako je2.

f

(
x− 1
x + 3

)
+ 2f

(
x + 3
x− 1

)
= x, za x 6= 1, x 6= −3.

U trouglu 4ABC povuqena je simetrala AM ugla α = ^CAB (M ∈ BC). U3.
svaki od trouglova 4ABM i 4AMC upisani su krugovi polupreqnika r1 i
r2, respektivno. Pokazati da je r1 = r2 ako i samo ako je 4ABC jednakokrak
sa kracima AB = AC.

Neka su K i L taqke ivice AD, odnosno dijagonale AC paralelograma ABCD,4.
takve da je

−−→
AK :

−−→
KD = 1 : 3 i

−→
AL :

−→
LC = 1 : 4. Dokazati da su taqke K, L i B

kolinearne.

Na kru�nici je raspore�eno 40 figura, xto belih, xto crvenih. Dva igraqa5.
igraju slede�u igru: prvi uzima sve crvene figure koje imaju belog suseda,
nakon toga drugi uzima sve bele figure koje imaju crvenog suseda, onda opet
prvi uzima sve crvene figure koje imaju belog suseda itd. Igra se zavrxava
kada na kru�nici ostanu samo figure iste boje. Da li je mogu�e da na kraju
ostane samo jedna crvena figura? Da li je mogu�e da na kraju ostanu dve
bele figure?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

�elimo vam puno uspeha.
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8. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

prvi krug – 1. decembar 2003.

Drugi razred – A kategorija

Dat je trougao 4ABC. Na polupravoj AC izabrana je taqka K i na polupravoj1.
BC izabrana je taqka L tako da va�i AB = AK = BL. Na polupravoj AB
izabrana je taqka M i na polupravoj CB izabrana je taqka N tako da va�i
AC = AM = CN . Na polupravoj BA izabrana je taqka P i na polupravoj CA
izabrana je taqka Q tako da va�i BC = BP = CQ. Pokazati da su prave KL,
MN i PQ paralelne.

Na du�i AC izabrana je proizvoǉna taqka B i na du�ima AB,BC i AC kao2.
preqnicima, konstruisani su krugovi k1, k2 i k. Kroz taqku B je konstruisana
proizvoǉna prava, koja seqe k u taqkama P i Q, a krugove k1 i k2 u taqkama
R i S, respektivno. Dokazati da je PR = QS.

Neka je dat prirodan broj n. Posmatrajmo ure�ene parove (u, v) prirodnih3.
brojeva, takvih da im je NZS jednak n (znaqi za u 6= v par (u, v) smatramo ra-
zliqitim od (v, u)). Dokazati da je broj takvih parova jednak broju pozitivnih
delilaca broja n2.

Na�i najmaǌi prirodan broj m za koji je4.

m︷ ︸︸ ︷
100100100 ...100

>

100︷ ︸︸ ︷
333 ...3

.

Bubamara xeta ivicama poliedra, polaze�i iz vrha A. Ona je proxla svim5.
ivicama poliedra taqno dvaput. Dokazati da taqka u kojoj je bubamara zavr-
xila put ne zavisi od puta.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

�elimo vam puno uspeha.
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8. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

prvi krug – 1. decembar 2003.

Tre�i razred – A kategorija

Neka su AK, BL i CM visine trougla 4ABC, a P bilo koja taqka u toj ravni1.
koja ne pripada pravama koje sadr�e te visine. Dokazati da krugovi opisani
oko 4AKP , 4BLP i 4CMP , osim P imaju jox jednu zajedniqku taqku.

Krug l dodiruje iznutra krug k, i preqnik PQ kruga k u taqki C. Neka je A2.
taqka na k, a B taqka na PQ takva da je AB tangenta kruga l koja je normalna
na PQ. Dokazati da AC polovi ugao ^PAB.

Postoji li prirodan broj n takav da va�i:3.
1◦ broj n nije potpun stepen prirodnog broja;
2◦ brojevi n + 1, n + 2, . . . , n + 2003 su deǉivi kvadratom (ve�im od 1);
3◦ broj n + 2004 nije potpun stepen prirodnog broja?

Svaka taqka ravni je obojena u plavo ili crveno. Dokazati da postoje dve4.
plave taqke na rastojaǌu 1, ili qetiri kolinearne crvene taqke A1, A2, A3, A4

takve da je A1A2 = A2A3 = A3A4 = 1.

Neka su m i n razliqiti prirodni brojevi, a prirodan broj i p < a−1 prost.5.
Dokazati da je polinom

P (x) = xm(x− a)n + p

nerastavǉiv.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

�elimo vam puno uspeha.
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8. tradicionalno interno takmiqeǌe uqenika
Matematiqke gimnazije

prvi krug – 1. decembar 2003.

Qetvrti razred – A kategorija

Dat je trougao 4ABC i oko ǌega je opisan krug k. Neka je AD simetrala1.
ugla ^BAC (D ∈ BC) i neka je l krug koji iznutra dodiruje krug k i du�i AD
i BD. Oznaqimo sa E taqku dodira kruga l i simetrale AD. Dokazati da je
E centar upisanog kruga u trougao 4ABC.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo slo�enih prirodnih brojeva n sa svoj-2.
stvom:

n | 3n−1 − 2n−1 .

Postoji li prirodan broj n takav da va�i:3.
1◦ broj n nije deǉiv kvadratom prirodnog broja (ve�im od 1);
2◦ brojevi n + 1, n + 2, . . . , n + 2003 su deǉivi kvadratom (ve�im od 1);
3◦ broj n + 2004 nije potpun stepen prirodnog broja?

Neka je n > 4 i neka su x1,x2,. . . xn pozitivni realni brojevi.4.
a) Dokazati nejednakost:

x1

xn + x2
+

x2

x1 + x3
+ · · ·+ xn−1

xn−2 + xn
+

xn

xn−1 + x1
> 2

pri qemu je jednakost mogu�e posti�i samo u sluqaju n = 4.
b) Pokazati da je za svako n > 4 ovo najboǉa procena (tj. ni za koje n broj 2
sa desne strane nejednakosti ne mo�emo zameniti nekim ve�im).

Neka je S konveksan skup taqaka koji sadr�i bar tri nekolinearne taqke. Ne-5.
ka su taqke skupa S obojene sa p razliqitih boja (svaka taqka obojena taqno
jednom od p boja). Dokazati da za svako n > 3 postoji beskonaqno mnogo po-
dudarnih n-touglova takvih da su sva temena tih n-touglova obojena istom
bojom.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.

�elimo vam puno uspeha.


