
Paskalova teorema, pol i polara
verzija 2.0: 10.2.2015.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::

Teoreme kojima se ovde bavimo su u stvari tvr�eǌa iz projektivne geometrije, tako da
imaju i dokaze unutar projektivne geometrije. Ipak, ovde �emo se zadrжati u euklidskoj
geometriji.

Poqe�emo sa jednim poznatim tvr�eǌem.

T.1. (Paskalova teorema) Neka su A,B,C,D,E, F taqke na krugu. Prave AB i DE seku se
u L, prave BC i EF u M , a CD i FA u N . Tada su taqke L,M,N kolinearne.

Dokaz. Sve duжi u ovom dokazu su orijentisane.

Neka se AB i CD seku u X, CD i EF u Y , a EF i AB u Z. Taqke L,M,N leжe

na stranicama trougla XY Z, pa moжemo
da primenimo Menelajevu teoremu: treba
pokazati da je ZL

LX
· XN
NY

· Y M
MZ

= −1.

Radimo sa △XYZ kao baznim trouglom.

Znamo da su taqke L,D,E na pravoj, pa
Menelajeva teorema daje XD

DY
Y E
EZ

· ZL
LX

= −1.
I taqke C,M,B su kolinearne, pa imamo
i XC

CY
· YM
MZ

· ZB
BX

= −1. Najzad, taqke N,F,A

su kolinearne, pa je XN
NY

· Y F
FZ

· ZA
AX

= −1.
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Mnoжeǌem ove tri jednakosti, koriste�i jednakosti potencije XD ·XC = XB ·XA,
Y D · Y C = Y F · Y E i ZF · ZE = ZB · ZA, dobijamo ono xto nam treba. 2

Paskalova teorema oqigledno ne zahteva da ABCDEF bude konveksan xestougao, tako
da su svi rasporedi taqaka dozvoǉeni.

Moжemo da posmatramo i degenerisane sluqajeve, kada su neke dve prave paralelne
ili se neke dve taqke poklapaju. Na primer, ako je A = B, za pravu AB uzimamo tangentu
na krug u A.

T.2. U tetivnom qetvorouglu ABCD, prave AB i CD seku u E, BC i DA u F . Tangente
na opisani krug u taqkama A i C se seku u P , a tangente u B i D se seku u Q. Tada
taqke E,F, P i Q leжe na istoj pravoj.

Dokaz. Primenimo Paskalovu teoremu na degenerisani xestougao AABCCD. Taqke E =
AB ∩ CD, F = BC ∩ DA i P = AA ∩ CC su kolinearne. Analogno, i Q pripada toj
pravoj. 2

Tako�e, budu�i da je Paskalova teorema tvr�eǌe iz projektivne geometrije, treba da
budemo spremni i na beskonaqne taqke. Sve beskonaqne taqke leжe na tzv. beskonaqnoj
pravoj.

Primer. Date su taqke A,B,C,D,E, F na krugu. Ako je AB ‖ DE i BC ‖ EF , dokazati da
je onda i CD ‖ FA.

Dokaz. Na osnovu Paskalove teoreme, taqke AB ∩ DE, BC ∩ EF i CD ∩ FA leжe
na istoj pravoj. Me�utim, kako su prve dve preseqne taqke beskonaqne, to mora
biti beskonaqna prava. Dakle, i tre�a preseqna taqka (CD ∩FA) je beskonaqna, tj.
CD ‖ FA. △
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Sada �emo uvesti vaжne pojmove pola i polare.
Neka je dat krug k(O, r). Za taqku P 6= O u ravni, oznaqimo sa P ∗ inverznu sliku taqke

P u odnosu na krug k (tj. taqku na polupravoj OP sa OP ∗ · OP = r2).

Definicija. Polara taqke P u odnosu na krug k je prava p kroz P ∗ normalna na OP ∗.
Obrnuto, taqka P je pol prave p.

Specijalno, ako je taqka P van kruga k, ǌena polara je prava MN , gde su M i N
dodirne taqke tangenti iz P na k.

Definicija. Preslikavaǌe koje svaku taqku slika u ǌenu polaru, a svaku pravu u ǌen
pol, zove se polarno preslikavaǌe.

Polarno preslikavaǌe je bijekcija izme�u skupa taqaka i skupa pravih u projektivnoj
ravni. Polara taqke O je beskonaqna prava, a polovi pravih kroz O su beskonaqne taqke.

Slede�e tvr�eǌe nam pokazuje da polarno preslikavaǌe quva incidenciju. Ubrzo �e
se ispostaviti da je to svojstvo od kǉuqne vaжnosti.

T.3. Ako taqka P leжi na polari taqke Q u odnosu na dati krug k, onda i taqka Q leжi
na polari taqke P .

Dokaz. Trouglovi OQ∗P i OP ∗Q su sliqni. Ako je P na polari taqke Q, po definiciji
je ∢OQ∗P = 90◦, a tada je i ∢OP ∗Q = 90◦, tj. Q je na polari taqke P . 2

Znaqaj ovih pojmova se najzad ogleda u slede�oj teoremi.

T.4. Neka su A,B,C i D taqke na krugu k. Ako se prave AB i CD seku u E, BC i AD u
F , i AC i BD u G, onda je EF polara taqke G (u odnosu na k).

Dokaz. Oznaqimo sa M presek tangenti na k u taqkama A i C, i sa N presek tangenti u
B i D. Polare taqaka M i N su prave AC i BD redom, i te prave sadrжe G, pa na
osnovu T.3 taqke M i N leжe na polari taqke G. Sledi da je MN polara taqke G.
Me�utim, po posledici T.1, taqke E i F leжe na pravoj MN . 2
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p = polara P ; q = polara Q
P ∈ q ⇒ Q ∈ p e = polara E; F,G,M,N ∈ e

T.5. (Brokarova teorema) Neka je qetvorougao ABCD upisan u krug k sa centrom O. Neka
se prave AB i CD seku u taqki E, prave BC i DA u F , a AC i BD u G. Tada je O
ortocentar trougla EFG.

Dokaz. Na osnovu T.4, prava EF je polara taqke G, dakle OG ⊥ EF ; analogno OE ⊥ FG i
OF ⊥ EG. 2

T.6. (Brijanxonova teorema) U tangentnom xestouglu ABCDEF , dijagonale AD,BE i CF
se seku u jednoj taqki.

Dokaz. Prave AD,BE i CF su konkurentne ako i samo ako su ǌihovi polovi kolinearni.

Oznaqimo sa P,Q,R, S, T, U dodirne taqke upisanog kruga sa AB,BC,CD,DE,EF, FA,
redom. Polare taqaka A i D su redom prave UP i RS, xto znaqi da je pol prave
AD presek UP ∩RS. Analogno, polovi pravih BE i CF su taqke PQ∩ST i QR∩TU .
Ova tri pola leжe na istoj pravoj po Paskalovoj teoremi, qime je dokaz zavrxen. 2
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Brijanxonova i Paskalova teorema su dualne, jer se jedna iz druge dobija polarnim
preslikavaǌem.

I ovde moжemo da posmatramo degenerisani sluqaj kada su neka od temena xestougla
na krugu.

Primer. Neka su D,E, F dodirne taqke upisanog kruga △ABC sa stranicama BC,CA,AB
redom. Brijanxonova teorema na degenerisanom xestouglu AFBDCE nam daje da se
AD,BE i CF seku u jednoj taqki (tzv. Жergonovoj taqki).

Posledica. Ako upisani krug tangentnog qetvorougla ABCD dodiruje stranice AB,BC,
CD,DA redom u taqkama M,N,P,Q, onda se prave AC,BD,MP i NQ seku u jednoj
taqki.

Dokaz. Primenom Brijanxonove teoreme na degenerisani xestougao AMBCPD dobijamo
da MP prolazi kroz presek dijagonala AC i BD. Analogno, i NQ prolazi kroz tu
taqku. 2

Posmatrajmo sada tangentni qetvorougao ABCD i ǌegov upisani krug k, i oznaqimo
sa E,F,G preseke pravih AB sa CD, BC

sa DA, i AC sa BD, redom. Neka k dodiruje
stranice AB,BC,CD i DA redom u taqkama
M,N,P i Q. Po Brijanxonovoj teoremi,
taqka G je na pravoj MP . Kako je MP po-
lara taqke E (u odnosu na k), to taqka E
leжi na polari taqke G. Analogno i F leжi
na toj polari. Prema tome:
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T.7. Neka je ABCD qetvorougao opisan oko kruga k sa centrom O. Ako se prave AB i CD
seku u E, BC i DA u F , a AC i BD u G, onda je EF polara taqke G.
Odavde je OG ⊥ EF . 2

Ovde ne moжemo po analogiji da zakǉuqimo da je i OE ⊥ FG (niti je to taqno), jer
je redosled taqaka A,B,C,D bitan: ABCD je tangentan qetvorougao, ali ACBD to nije.

Posledica. U tangentnom trapezu ABCD (AB ‖ CD) koji nije romb, prava OG je normalna
na AB, gde je O centar upisanog kruga i G presek dijagonala.

Dokaz. Sledi iz T.7 u degenerisanom sluqaju. Ovde je taqka E = AB ∩CD beskonaqna, pa
je EF ‖ AB. 2

::::::::::::::::::::

Zadaci

1. Neka je P taqka u unutraxǌosti trougla ABC. Oznaqimo sa P1 i P2 redom podnoжja
normala iz P na AC i BC, i sa Q1 i Q2 redom podnoжja normala iz C na AP i BP .
Dokazati da se prave Q1P2, Q2P1 i AB seku u jednoj taqki.

2. U oxtrouglom trouglu ABC, tangente iz A na krug k nad preqnikom BC dodiruju
taj krug u P i Q. Dokazati da su taqke P i Q i ortocentar H kolinearne.

3. Neka su AD i BE visine trougla ABC i H ǌegov ortocentar. Oznaqimo sa M
sredixte duжi CH i sa N presek pravih DE i CH. Dokazati da je N ortocentar
trougla ABM .

4. Date su taqke P i Q na polukrugu nad preqnikom UV , pri qemu je UP < UQ. Tangente
na polukrug u P i Q seku se u R, a prave UP i V Q seku se u S. Dokazati da je
RS ⊥ UV .
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5. Trougao ABC je upisan u krug Γ. Odabrana je taqka M na simetrali ugla A, unutar
trougla. Prave AM,BM i CM ponovo seku Γ u A1, B1 i C1 redom. Neka prava A1C1

seqe AB u P , a A1B1 seqe AC u Q. Dokazati da je PQ ‖ BC.

6. Neka je ABCD tetivan i tangentan qetvorougao, a Γ(O,R) i γ(I, r) ǌegov opisan i
upisan krug, redom. Dijagonale AC i BD seku se u E. Dokazati da su taqke E, I,O
kolinearne.

7. Upisani krug trougla ABC dodiruje stranice BC,CA,AB redom u taqkama D,E, F .
Prava kroz A paralelna pravoj EF seqe DF u K. Ako je P sredixte duжi EF ,
dokazati da je IK ⊥ BP .

8. Taqka C je odabrana na preqniku AB kruga k sa centrom O, uz raspored A−B − C.
Prava kroz C seqe k u taqkama D i E. Neka je OF preqnik kruga OBD. Ako CF
ponovo seqe krug k u taqki G, dokazati da su taqke O,A,E,G koncikliqne.

9. Upisani krug trougla ABC dodiruje stranice BC,CA,AB redom u taqkama D,E, F .
Neka je P = EF ∩BC, Q = FD ∩ CA i R = DE ∩ AB. Ako je I centar upisanog kruga
i G = AD ∩ BE ∩ CF Жergonova taqka, dokazati da taqke P,Q,R leжe na pravoj
normalnoj na IG.

10. U trouglu ABC, I je centar upisanog kruga ω, a H ortocentar trougla BIC. Dokazati
da je polara taqke H u odnosu na krug ω sredǌa linija trougla ABC.

11. Krug k upisan u trougao ABC dodiruje stranicu AB u taqki F . Neka je I centar
kruga k, M sredixte stranice AB, i H ortocentar trougla BIC. Dokazati da je
prava HF normalna na IM .

12. Date su razliqite taqke A i B na krugu k. Tetiva CD prolazi kroz sredixte M
tetive AB. Neka se AC i BD seku u K. Prava KM seqe k u I i H, uz raspored
K − I −M −H. Ako se AI i BH seku u L, dokazati da su K, I,D i L na jednom krugu.

13. Konveksan qetvorougao ABCD je upisan u krug sa centrom O. Dijagonale AC i BD se
seku u E. Ako je P taqka unutar ABCD takva da je ∢PAB+∢PCB = ∢PBC+∢PDC =
90◦, dokazati da su taqke O,E i P kolinearne.

14. U trouglu ABC, taqke D i E na pravoj AB su takve da je D−A−B −E i AD = AC,
BE = BC. Oznaqimo sa M i N redom sredixta lukova AC i BC opisanog kruga
△ABC koji ne sadrжe tre�e teme. Prave DM i CA se seku u P , a prave EN i CB
se seku u Q. Dokazati da centar upisanog kruga I trougla ABC leжi na pravoj PQ.

::::::::::::::::::::

Rexeǌa

1. Taqke P1, P2, Q1, Q2 leжe na krugu nad preqnikom PC. Po Paskalovoj teoremi u
xestouglu P1PP2Q1CQ2, taqke preseka parova pravih P1C,PQ1 (presek A), P1Q2, P2Q1

(presek X) i PQ2, P2C (presek B) su kolinearne.

2. Podnoжja B′, C′ visina iz B i C redom leжe na k. Prava PQ je polara taqke A =
BC′ ∩ CB′, i po T.5 za qetvorougao BCB′C′ ona sadrжi taqku BB′ ∩ CC′ = H.

3. Qetvorougao CDHE je upisan u krug qiji je centar M . Zato tvr�eǌe sledi iz T.5
za ovaj qetvorougao.

4. Oznaqimo sa K presek PQ i UV . Po T.4, polara taqke K sadrжi S. Tako�e, K je na
pravoj PQ, a to je polara taqke R, odakle je, po T.3, R na polari taqke K. Sledi
da je RS polara taqke K, pa je RS ⊥ UV .

4



5. Na osnovu Paskalove teoreme na xestouglu BACC1A1B1, taqke P,Q i M = BB1∩CC1

su kolinearne.

Daǉe, po uslovu zadatka, A1 je sredixte
luka BC, pa je tangenta t u A1 paralelna
BC. Sada primenimo Paskalovu teoremu
na ABCC1A1A1: taqke P = AB ∩ A1C1,
M = AA1 ∩CC1 i beskonaqna taqka t∩BC
su na pravoj, tj. prave t, BC i PM pri-
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padaju istom pramenu, xto znaqi da je PM ‖ BC, dakle PQ ‖ BC.

6. Oznaqimo F = AB∩CD i G = BC ∩DA. Na osnvu T.4 i T.7, polara taqke E u odnosu
na ma koji od krugova Γ i γ je prava FG, pa su prave IE i OE normalne na FG, i
tvr�eǌe odmah sledi.

7. Primenimo polarno preslikavaǌe. Pol prave EF je taqka A. Polara taqke P pro-

lazi kroz A i normalna je na IP , dakle
to je prava AK jer je AK ‖ EF ; drugim
reqima, P je pol prave AK. Pol prave
DF je taqka B, odakle dobijamo da je
pol taqke K = AK ∩ DF prava BP , pa
je IK ⊥ BP .
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8. Prave FB i FD su tangente na krug k, pa je BD polara taqke F i ona sadrжi taqku

P . Sledi da polara p taqke P sadrжi
taqku F , a znamo da C ∈ p, pa je p prava
CFG. Pritom je p ⊥ OP , pa zbog ∢OGF =
90◦ sledi da su taqke O,G i P kolinear-
ne.

Sada je PA ·PE = PB ·PD = PO ·PG, oda- A B C
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kle sledi da su A,E,G i O na istom krugu.

9. Prave EF i BC su polare taqaka A i D redom u odnosu na upisani krug, pa je ǌihov
presek P pol prave AD. Polara taqke G sadrжi taqku P , i analogno sadrжi taqke
Q i R, dakle PQR je polara taqke G i normalna je na IG.

10. Oznaqimo sa D,E i F redom dodirne taqke kruga ω sa stranicama BC,CA,AB. Odre-

dimo pol K prave BH. Kako je BH ⊥ CI,
taqka K je na pravoj CI. Tako�e, poxto
je polara taqke B prava DF , taqka K je
na pravoj DF , tj. K = DF ∩ CI. Tada je
∢IKD = ∢KDB − ∢KCB = 90◦ − β

2
− γ

2
=

α
2
= ∢IAF , xto znaqi da su taqke A, I,K,

F koncikliqne, i odatle ∢IKA = ∢IFA =
90◦. Taqka simetriqna taqki A u odnosu
na K (tj. u odnosu na pravu CI) leжi na
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pravoj BC, odakle sledi da je K na sredǌoj liniji trougla ABC paralelnoj sa BC.

Sliqno, pol L prave CH leжi na istoj sredǌoj liniji, a polara taqke H je prava
KL, tj. pomenuta sredǌa linija.

11. Po prethodnom zadatku, M je na polari taqke H, pa polara taqke M sadrжi taqku
H i podnoжje tangente F , dakle to je prava FH, i tvr�eǌe odmah sledi.

12. Na osnovu T.4, polara taqke M sadrжi taqke K i L, tj. to je prava KL. To znaqi
da je OM ⊥ KL, gde je O centar kruga, pa kako je jox OM ⊥ AB, sledi KL ‖ AB.
Sada je ∢KLI = ∢BAI = ∢BDI = ∢KDI, odakle sledi tvr�eǌe.

13. Neka poluprave AP , BP , CP i DP redom seku opisani krug qetvorougla ABCD u
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taqkama A′, B′, C′ i D′. Po uslovu za-
datka je 90◦ = ∢PAB + ∢PCB = ∢A′AB +
∢BAC′, xto znaqi da je A′C′ preqnik
kruga; analogno je i B′D′ preqnik.

Na osnovu Paskalove teoreme u xesto-
uglu AA′C′BB′D′, taqke AA′ ∩ BB′ = P ,
A′C′ ∩B′D′ = O i C′B ∩D′A = X su koli-
nearne. S druge strane, Paskalova teo-
rema u xestouglu ACC′BDD′ daje koli-
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nearnost taqaka E, O i X, xto zavrxava dokaz.

14. Neka BM i AN seku naspramne stranice trougla redom u K i L. Iz sliqnosti tro-
uglova BCM i BKA (∢BMC = ∢BAK, ∢CBM = ∢KBA) imamo BK · BM = BA ·BC;

osim toga, zbog CD ‖ AL vaжi BA/BD =
BL/BC. Sledi BK · BM = BL · BD, xto
zajedno sa ∢DBM = ∢KBL daje △BDM ∼
△BKL. Analogno, △AEN ∼ △ALK.

Neka se prave DM i EN seku u R. Do-
bijene sliqnosti daju ∢RDE = ∢MDB =
∢LKB i ∢DER = ∢AEN = ∢ALK, tako
da je ∢NRM = 180◦ − ∢RDE − ∢DER =
180◦ − ∢LKB − ∢ALK = ∢KIL = ∢BIA =
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D E
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I

180◦ − ∢IAB − ∢ABI = 180◦ − ∢CAN − ∢MBC = ∢NCM (uglovi su orijentisani).
Prema tome, R je na opisanom krugu △ABC. Sada kolinearnost taqaka I, P,Q sledi
iz Paskalove teoreme za taqke A,B,R;M,N,C.

Beograd, 2012-2015
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