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Lhywarn bByxuh

I'panuna nzmehy KoMOUHATOPHE T€OMETPHUjEe M reOMEeTPUje, OAHOCHO KOMOMHATOPUKE, YECTO
je 3ampisana. [log KOMOMHATODHOM reOMETPHUjOM OOMUYHO MOAPA3yMEBAMO TE€OMETPHUjCKe 3a-
IAaTKe Ca BEJIMKUM UJIY HEOTPAHUUYEHUM CTEIEeHOM ca00ome, yKbyuyjyhu reomeTpujy pacnopena,
UM OHE KOjU canap:ke KOMOMHATODHE mueje.

Jenan oCHOBHU THUII KOMOMHATOPHO-TEOMETPHjCKUX 3a0aTAKA CY €23UCMENUUJAAHY 3aTal. Y
mbUMa je yecto on nomohu IupuxiaeoB mpUHITAT.

3adamax 0.1. IHaro je 100 tauaka yHyTap Kpyra nosaynpeunuka 1. JlokaszaTu na cy Heke aBe
oI OBUX Tavaka Ha MehycoOHOM pacTojamy He Behem on %

Pewemwe. OnmmmrMo OKO CBaKe TAUyKe KPYT HOJIYHIPEYHUKA % Ceux 100 xpyrosa juexke yHyTap
Kpyra k moJgynpevyHuKa %0 KOHIIEHTPUYHOT Ca JATUM KpyroM. [Ipu Tom je moBpimHa Kpyra

k jemmaka %ﬂ, a MOBPIIVMHA CBAKOT OJ MaJIMX KPYyroBa je 8—117r. Ciuemu na Heka OBa OL

OBUX KPyroBa MMajy 34jeQHUYKY TadkKy. Heka Ccy TO KpyroBu ONMCAHM OKO Tadaka A u B.
Tanma je AB < % A

Y ersuCcTeHIUjaJJHUM 3aJallliMa 4ecTO Ce IMOCMATpa HEeKM eKcTpeMaJtHu objekar. To moske
OuTH HOP. TPOYrao MaKCUMAaJIHE HOBPIIWHE, CKYI OY:KA MUHUMAJHE YKyIHE NY:KWHE, IpaBa HA
MUHUMAJHOM PACTOjaly O JaTe TauKe, UTI.

3adamax 0.2 (Cuasecmepos npobaem). Har je komauan ckyn S Tadaka y PaBHU, KOje HUCY CBE
Ha uCcTOj nmpaBoj. JlokazaTu ma moCTOju mMpaBa KOja CAAP:KMA TAYHO OBE OJ HATHUX TAUYAKA.

Pewewe. Tlocmarpajmo wenerenepucanu rpoyrao ABC ca majkpahom moryhom Bucuuom - mHeka
je To BucuHa hy u3 tauke A. TBpaumo na ma npasoj BC mema tauara u3z S ocum B
u C. Ilpermocrasumo cymportso, na D € S\ {B,C} nexu ma npasoj BC. Moxkemo na
IpeTIoCTaBUMO 0e3 cMamema onmrocTu 1a je pacuopen B —C — D u na je <ACD > 90°.
Tana je AD > CD, na je y tpoyray ACD Bucuna uz C kpaha on Bucune u3 A, nakie
kpaha ox ha, mTO je KOHTpamuKnUja. A\

Hanomena. Opaj npobiem je mocrasmo II.II. Cunsecrep 1893. romune, a mpBO TAYHO peUICHE
nao je T. Taman 1944. T'opwmu noka3 je mao JI.M. Kenu 1986.

Y CunsecrepoBoM npobIeMy, IOCTOjakbe TPOYIJIa MUHNMAJIHE BUCUHE je TAPAHTOBAHO KOHAY-
vomhy ckyma tadaka S. Y OECKOHAUHMM CKymoBrMa, MehyTum, cuTyanuja je KOMIIMKOBAHU]a
U eKCTPEMHA BPEIHOCT He MOpa 00aBe3HO ma ce mocTwke. Ha mpumep, He OCTOjU MHOTOYTAO
MaKCUMaJIHe TOBPIIVHE YIIMCAH Y je IMHUYHUA KPYT - Ta MOBPIIVHA MOKe OUTU IPOU3BOJHHO B3y
T, &l Ce jeMHAKOCT He MOKe JocTuhu.

Wnak, mocrr3ame eKCTpEMyMa MOYKEMO [a jaMUYMMO U y OECKOHAYHOM CKYILY, IO YCJIIOBOM
[a Taj CKyI IOCenyje CBOjCTBO T3B. KOMIIAKTHOCTH. Y MeCTO Hajommruje gepununuje, nahemo
nedUHUNA]Y KOMIAKTHUX CKYIOBA y METPUYKUM IPOCTOpUMA HOmyT R”™.

Legunuyuja. Ilomcryn S merpuuror mpocropa M je xomnaxmarn ako cBaku OECKOHAYaH HU3
Tayaka y S MMa HOTHMU3 KOjU KOHBEPrUpa HEKOj Tadku y S.

Tephewe. Craku 3atBopen ckyn y R™ (n € N) je kommakTan.

Tephewe. Cpaka HemperkugHa (YHKIMja HA KOMIAKTHOM CKymy S OOCTIKE CBOje€ €KCTPEMHE
BPEIHOCTU Y HEKUM TadyKaMa TOTl CKyTIa.



Tako, HA mpuMmep, 3HAMO Oa CBAKA HENPEKUIHA (YHKIW]a HA 3aTBOPEHOM WHTEPBAJIY HA
peasHOj IpaBOj HOCTWKE CBOj MAKCUMYM. 10 He BarKU 3a OTBOPEHE MHTEPBAJIE - HOP. (yHKIUja
f(z) =2z ma (0,1) uma ropmy rpanuny 1, aau He NOCTIKE MAKCUMYM YHYTAD WHTEPBAJA.

Bapujanre caeneher xoMOUHATOPHO-TEOMETPUjCKOT TBphema ce vecto kopucrte. Kao mrTo
hiemMo BumeTu Kpo3 3amaTke, MOCMATPalmE TPOYIrJa MaKCUMAJIHE MOBPIIVHE jeé MPUINYHO IOIY-
JapHa uueja.

3adamax 0.3. Ilar je KomBekcan MmHOroyrao P mopmwmue 1. Jlokazartu ma mOCTOjU TPOyrao
moBpINMHE Oap % Koju je campskan y P.

Pewewe. On cana ma Hazmampe, ca [X| o3HauaBamo nospmuny ¢Gurype X.

ITocroju Tpoyrao ABC makcmMaJsine moBpuivHe canp:kan y P. 3amro? IedpuHummmo
dyurmjy mospmmue Ha ckymy P2 f(A,B,C) = [ABC] 3a A,B,C € P. Cgyn P? je
saTBopen noackyn R® u kao rakas je kKomnmakran. Ha ocHOBy ropmer TBpbhema, GyHEIMja
f mocTmiKe MaKCWMyM y HEKOj TAadKM TOT CKyTa - Heka je To Tauka (A, B,C) € P3. To
s3Haun na je AABC Tpoyrao MakCUMAaJHE HOBPIIWHE Ca TeMeHuMa y P.

Heka npase mapanenne ca BC,CA, AB kpo3 A, B,C penom oapebyjy tpoyrao A1 B1Cq,
roe je A€ B1Cy, Be C1A; u C € A1 B;. IlpernocraBumo na ce Heka Tauyka ) MHOrOyIJa
P nanasu Bau Tpoyraa A;Bi1Ch, u to (6e3 cMamema ONIMTOCTA) Oa JEKU HA OHOj CTPAHU
npase B1C; Ha k0joj Huje tauka A;. Tanma je [BCD] > [BCA], mwro je KOHTpaauknuja ca
uszbopom AABC. OBuM cMO moka3ajuu ma je meo MHOoroyrao P canpxkan y AAyB1Cq, na
je 1 =[P] < [A1B1C1]) = 4[ABC], Tj. [ABC] > i. VAN

Hanomena. Koucranra % HUje onTMMaJtHa. JenHo moboJspiname je mokaszaHo y 3amartky 9. Haj-
Bosma omeHa je 3ampaBo 2%, M NOCTU:kE ce Kana je P KpyT.

[Tomernumo u uszonepumempujcru npobaem. To je murame ompebuBama pasHe Qurype maror
obrMa KoOja mMMa MaKCHMAaJIHy HOBpummHY. Hwuje Temro moka3aTtw na OArOBOP HE MOKE OUTH
HUIITA OCUM Kpyra - ako mocroju. MebyTum, HHje yommre oumrienHo ma Ju eKCTPEMAJHA
¢urypa saucra nocroju. Taro je jom anTuukuM ['pryMa OmiIo IO3HATO Oa je OAIOBOP KPYT,
aJI je MOTIYH MOKa3 Tora maT Tek y 19. Beky.
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3amamu

. llokazaru ma Mebhy ma Koje 4yeTUpU Tauke YHYTap jeAUHUUHOT KPYyTra MOCTOje ABE KOje CY

Ha pacTojarmy MameM oI v/ 2.

. llokazaru ma mebhy Ma KOjux meT Tadvaka YHyTaAp jeAMHUYHE JIOITE MOCTOje ABe Koje Cy Ha

pacrojamy MameM Ox v/2.

. [laTo je HEKOJIWKO TeTWBA jeAMHUYHOT KPyra TakKO A CBAKU NPEYHUK CedYe HajBuie k

teruBa. JlokaszaTtu ma 30up Ay;KMHA OBUX TETUBA Marmu Onm k.

. PaBuna ¢urypa & nmospmune Behe on 1006 je cvmemrena y mpaBoyraoHuk P nuMensuja

1 x 2011. Horazaru ma ¢ canpsxwm nBe Ttaure Ha MeDhycobuoMm pacrojamy 1.

. Yuyrap kpyra k moaynpeunuka R Hamase ce mpipe. [loBpmwuna cBake Mpibe je HajBume 1.

CBakmu MOJNIyIPEYHUK KPYyra, KA0 U CBAKU HEeMy KOHIIEHTPUYAH KPYyT, ceue HAJBUIIE jeIHY
Mpspy. lokaszaTu na je ykylnHa NOBPIIMHA MpJba Mama on vV R + %R\/R.

. Hera je n > 2 neo 6poj u f npeciavkaBame M3 PaBHU y CKYI peaJHUX OpojeBa TakKBO 1a

je f(A1) + f(A2)+ -+ f(A,) = 0 3a cBaku npasuian n-toyrao Ay A, ... A,. Ilokasaru na
je f KOHCTaHTHO jeIHAKO HYJIU.

3aTBOpeHA MOJUTOHAJHA JUHUja y PABHU CACTOjU C€ O MapHOT Opoja my:xu ay:kuHe 1.
IlokasaTu na mocToje OBa TEMEHa OBe MOJWTOHAJHE JIMHUje KOja Cy Ha pacrojamy Behewm
on 1.

. [aro je n mmaBux 1 n UPBEHUX Ta4yaka y paBHU MeDy KOjuMa HUKOj€ TPU HUCY KOJIUHEADHE.

IokazaTu ma ce MOsKe HAIIPTATHU N AY:KA Ca MO jeIHUM IPBEHUM U j€THUM IJIABUM TEMEHOM
TaKO & HUKOje ABE HEMA]y 3a)jeTHUYKUX TaYaKa.

. Har je ckyn S ca n tauaka y pasuu, Mehy Kojuma HUKOje Tpu HUCY KoJuHeapHe. JlokazaTu

ma mocroju ckym P ca 2n — 5 Tavaka TakO ma CBAaKM TPOyrao ca TeMeHuMa y S Ccanp:Ku
Oap jemny Tauky u3 P y ymyTpammocTu.

Howax je msnomibeHa yuHUja y (KOODAMHATHO]) PABHU KOja C€ CACTOjU OX jedHE Bep-
TUKAJHE U jeIHEe XOPU30HTAJIHE IYKU.

Y paBHU je naTo M IPBEHUX U N IJIABUX Tavyaka duje Cy IPOjeKIurje Ha oce x U y MehycobHO
paznuunte. JlokazaTu na ce MOsKe Hanpraru N NOmKOBa 0e3 3ajeTHUYKUX TadaKa TaKO
na cBaku Nomak uMa jelad UpBeH u jemaH miaas kpaj. (ysk canpsku cBoje kpajese.)

ITocmarpajmo 4027 Tavaka y paBHM, HUKOje Tpu KoJumHeapHe, MeDy kojuma mma 2013
upBenux u 2014 nnasux. [loBrnauvewmem nmpaBux, paBa ce menau Ha obiacTtu. KRakemo ma
je pacmopen mpaBux dobap ako cy 3amoBojbeHa cieneha nBa yciosa:

e HUjelHA IIpaBa HE IPOJa3u KPO3 HEKY TAUKY U3 KOHGUrypaluuje;
e HUjenHa O0JIACT HE CAOP:KU TAaYKe Pa3InduTux 06o0ja.

Hahwu majmamu Opoj k takae ma 3a cBakum oBakaB pacuopern 4027 rauara mocroju modap
pacnopexn k npasux. (MMO 2013.2)

Har je ckym ca n > 2 BekTopa y paBHU. BeKTOp 30BeMO 0yz2aukum aKO EBErOBa Iy:KUHA HUjEe
Mama Ol Iy:KuMHEe 30Mpa CBUX OCTaJUX BEKTOpa. AKO je CBAKM BEKTOD Yy CKYyIy Ayradax,
IOKa3aTu na je 30up CBUX BEKTOPA U3 CKyIa jeIHAK HYJIU.

Hoxrazatu na ce, Mmebhy cBakux 111 jeIMHUYHUX BEKTOpa y PABHU ca 30UPOM HYJa, MOKE
Hahwy 55 uymju 36up mMma ny:xwmHYy He Behy on 1.

Hato je n? Tauaka y YHYTPAIIHOCTM WJIM Ha I'DAHUIM jeIUHUYHOT KBaapara. JlokasaTu

Ia ce CBe OBEe TaYyKe MOTY MOBE3aTU MOJUTOHAJJHOM JUHUjOM IYy:KUHE Mawmke on 2n + 1.
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Ilar je xomauaH ckym Tadaka y paBHu. Jlokasatu ma ce m3 mera yBeK MOKe m3banuTu
jenHa Tayvka M OCTATaK MOJEJIVUTH Ha OBa MOACKYNA, OJ KOJUX CBAKU MMa AMjaMeTap CTPOro
Mab1 O IOJA3HOT CKYIa.

IlaTa cy HaM 4eTUpU HOLyJapHA IPABOYTJIa TPOYrJa OX mamupa. Y CBAKOM KOPaKy CMEMO
Ia IpecedyeMo jelaH Ol TPOYIJIOBa IO BMCMHU u3 npasor yriua. Jla am je moryhe mocie
HEKOJINKO KOpaka HOOMTU CKyn TpoyrioBa MeDy xojuma Hema moxygapHUX?!

Y paBHU je maTta paMuiINja jeTHAKOCTPAHUYHUX TPOYIJIOBA KOjU Ce CBU NOOMjajy TpaHCIaIu-
jama jemam m3 gpyror. Csaka nBa Tpoyria y ¢amuamju ce ceky. JlokaszaTm na mocroje
TPU TA4yKe TAKBe Na CBAKUA TPOYrao CaAp:KU 0ap jeAHy OX HmUX.

IlokazaTu ga CBaKW TPOYrao ca TEMEHUMa Ha CTPAHUIAMAa IEHTPAJIHO CUMETPUUHOT MIEeCTO-
yria uMa DOBPIIWHY He Belly Ol HOJOBUHE MOBPINUHE IIECTOYTJIA.

Ilooceyame KOHBEKCHOT MHOTOYTJIA je 3aMEHa HeKe IBe merope cycemue crpanune AB u
BC nysxuvma AM,MN,NC, rne cy M u N pemom cpemumra ay:xxu AB u BC. Tako
nozacenameM KOHBEKCHOT n-yria mobujamo komBekcad (n + 1)-yrao. AKo je y modeTky
[AaT TpaBUIAH IIECTOYrao MOBpHIMHE 1, MOKAa3aTU Oa Ce HU30M MOICENama yBek nobuja
MHOTIOyTao noBpimHae Behe on %

Hexka je ABCDEF xoHBeKCaH MIeCTOyrao MOBPIIMHE | UrMje Cy CBakKe ABE CYNPOTHE CTPAHE
napasenne. [Ipase AB, CD u EF ce cery y maposuma, oapebyjyhu tpoyrao. Cauuno,
npase BC, DE u FA onpebyjy mpyru tpoyrao. Ilokazatu ma Gap jeman on oBa nBa
TpOyTJa MMa NOBPHMHY He Mamy on 3. (BMO 2011.4)

Osmaunmo ca 6 majsehu om mect yriosa uamMehy mBuIma TpaBUIHOT TeTpaenpa U HEKe
paBuu. Onpenuru HajMawy Mmoryhy BpemHocT 6.

(a) HdaTy cy KOHBEKCAH MHOTOYrao MOBpUIMHE S U IPOM3BOJLHA Mpasa { y Herosoj paBHMU.

38 umja je

IlokazaTu na ce y OBaj MHOTOYrao MOKE YNUCATH TPOYTao NOBpIIMHE Oap g

jemHA CTpaHUIA IMapaJieHa mpaBoj £.

(6) Ompemurn mHajsehy moryhy mospmmHy Tpoyryia yOMCAHOT y HPABUIAH MIECTOYTAO
IOBPIIUHE S, Ca jeIHOM CTPAHWIIOM HAapaJIeIHOM CTPAHWIM IIECTOYTJIA.

(Tpoyrao je yourcaH y IecToyrao ako CBa lberoBa TeMeEHa JIEyKEe Ha CTpaHuIaMa HIeCTOYFJIa,.)

HazoBuMo w-mpaxom CKyIl CBUX Tavdaka y PaBHU Koje Jexe m3MeDy nBe mapaJeiHe npase
Ha pacTojamy w UIu Ha jenHoj on mux. Heka je S ckynm n Tauaka y paBHU TakaB Ia ce Ma
KOje Tpu Tauke U3 S MOTY HOKpUTH l-TpakoM. [loka3aTu ga ce meo CKym S MOike IOKPUTHU

2-tparkom. (BMO 2010.3)

Heka je K komBekcan mHoroyrao y pasHu. Ako je T OWIO KOju TPpOyrao MUHUMAJIHE
MOBPIINHE ONMUCAH OKO K, MOKa3aTu ma CPeIullTa HeroBUX CTpaHuna Jexke Ha K.

IIpaBunan n-yrao je momohy n — 3 mmjaronaja KOje ce He CEKy MOIEJbeH Ha TPOYIJIOBE.
Iokasatu na je Mehy muMa TAYHO jeZaH OWITPOYIJIM WJIM TAYHO OBA IPABOYIJIA.

3a koje n je moryhe momenuTu IpaBuUIaH N-yrao Ha je JHAKOKPAKe TPOyriaoBe momohy n—3
IUjaroHajie Koje ce He CeKy?

Heka cy Ai, Ao, ..., A, Tauke Ha gpyry, n > 3. Hahu majsehiu moryhu 6poj omrpoyriaux
TPOYIJIOBA Ca TEMEHUMa Y TUM TAYKaMA.

3a npupozman 6poj n > 3, osmauumo ca m(n) Hajsehu moryhu Gpoj tauaka y yHyTpam-
HBOCTY WK Ha T'PAHUIM MPABUJIHOL N-TOYIJa CTpaHuie 1, oI KOjuxX Cy CBake IBe Ha pac-
rojamy Behiem ox 1. Oxpenutu cBe n 3a koje je m(n) =n — 1.

Jlar je KOHAUAH CKyI Iy y DABHU, YKyIHE Iy:KuHE Mame ox v/2. Ilokaszaru ma mocrojn
OeCcKOHAUHA jeIUMHWYHA KBaIpaTHA pPEIIeTKa Koja He cede HU jemHy IyiK.
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Ilar je npuponan 6poj n. Kosnuko HajBuIine 11e106pojHUX Tavuaka MOXKeE 14 CAOPKU KBAAPAT
cTpasuie n + ﬁ Yy YHYTPAUIBOCTU?

Meby uersopoyraosuma A;A; 11442443 (1 = 1,...,n, n > 5; unmekcu ce cabupajy 1o
Monyny n) mahu majsehn moryhu 6poj Tamrentaux, axo je AjAs...A, KOHBeKCaH MHO-
royrao.

Heka cy k u n unenu 6pojesu ca 0 < k < n—2. [locmarpajmo ckyn L ong n mpaBux y paBHU
MeDy Kojuma HUKOje nBe HUCY IapaJieslHe W HUKOje TPU HUCY KOHKypeHTHe. O3HAUYMMO ca
I cryn mpeceunux rauvara npasux y L. Hera je O Ttaurka y paBHu BaH cBux mpasux y L.

O6Gojumo Taury X € I upseno ako orBopena nysx (OX) ceue Hajsume k mpasux y L.

(k+1)(k+2)
2

HoxrazaTu na I cagp:xku 6ap IIPBEHUX TAYaKa.

3a cBaku ckym S O IeT Tavyaka y paBHU, MeDhy KOjuMa HUKOje TPU HUCY KOJUHEapHE,
osznaunmo ca M(S) u m(S) pemom najseliy um Hajmamy MeDhy nospmmnama Tpoyriosa ca
remenuma y S. Ozmpenurn majmamy moryhy spemuoct M (S)/m(S).

Ilar je xomBercan mHOroyrao P mospmwuue 1. Jlorazarm ma ce y mera MOXKe yIUCATU
KOHBEKCAH IIeCTOyrao mospumue 6ap 3/4.

Heka je P KOHBEKCAH MHOrOYrao KOjU je CUMeTpudaH y omHocy Ha tadky O. Ilokaszarn na
nocroju mapanesorpam R koju campsxu P Takas ma je [R] < V2 [P].

CBakoj cTpaHunu ¢ KOHBEKCHOI MHOIOyIJa P Opuapy:KeHa je MaKCUMAJHA TOBPIIMHA
TpOyTrJia HaJX CTPAHUIIOM @ Koju je canpxkan y P. IlokaszaTu na 36up NMOBPIIMHA NPUADYKeE-
HUX CBUM CTpaHunama P Huje Mamu ox JBocTpyke nospumsae P. (MMO 2006.6)




Pemema

. Pewewe. Heka je O uenrap kpyra. Meby derupu tauke, 3a Heke nase, pemumo A u B,
Basku <AOB < 90°, mro 3ajenuo ca OA, OB <1 naje AB < V2.

. IIpernocrasumo cynporuo. Hwujenuma tauka muje y mentpy O. Ilocmarpajmo nse Tauke
A m Ay. Tlonypasau OA; Ay nmenu nonTy HA ABE MOJYJONTE, OX KOjUX jemHa, “ceBepHa’,
canp:xu 6ap jom nse tauke As u A4. Hujemma on mux muje y cesepuom moay N. Iloc-
MarpajMo cana vetupu nosypasuu oapebene npasom ON u taukama Ap, As, A3, Ay. Omne
IeJie CeBEPHY MOJIYJIONTY HA UYeTUPU CErMEHTa, OX KOjuX je Oap jemaH camp:kaH y deTBp-
TuHY moaysonTe. Kako je mmjamerap dersprmEe mosysonte v/2, tBpheme ciemu.

. Ilpunpy:kumMo cBakoj TeTuBu JyK onpebheH meHUM KpajeBuMa U AujaMeTPaJIHO CyIpOTaH
ayk. Tako je 30up Oy:KWHA JYKOBA NMPUAPYKEHUX TeTwBu ny:xuHe d 6ap 2d. Ilpeunuk
Kpyra cedye TETWMBY aKO M CaMO akKo cede oba OpUApYyKeHA JykKa. 10 3HAYM Oa CBAKUA
IpeYHuK cede Hajpuine 2k JykoBa, ma je 30up ay:kuHa TX dykoBa HajBume 2km. Crenm
na je 30up my:KUHA TETUBA MamU On K.

. IMocmarpajmo caury @ ¢urype ® npu Tpancaamuju T 3a BEKTOp v AysKuHE 1 y mpaBIly
nIyske cTpaHuie npasoyraonuka. Purypa &’ nesxn y npasoyraouury T (P), ma yauja ®UP’
npunana npasoyraouuxy P U T (P) mumensuja 1 x 2012. To 3maum na yuuja ® U P’ mma
nospmuny He Behy ox 2012, a kako cBaka on gurypa @, ®’ uma nospumny sehy ox 1006,
BUXOB PECEK He MOke Omtu Hempasan. Heka je X taurka y ® UP’'. Tanma u tauka Y koja
ce pu Tpancaanuju 7 cauvka y X npunama ¢, u npu tom je XY = 1.

. Hoxrazahemo tBpheme 3a npoussosmHe noseszane MpJibe (He obaBe3Ho kpyskue). Heka je ¢;
yraoHa OIMPUHA i-Te MpJbe, a a; beHa HajBeha ymameHoCT on eHTpa Kpyra, NPy 4eMy je
ap=0<a; <as < -+ <a, <R. Iakae, i-ta Mpha JeKA Y KPUBOJIUHUjCKOM TPAIE3Y
MOBPIIUHE %(a? —a?_|)pi. MoxeMo na NPETIOCTABUMO A& MPJba IOKPUBA I€O0 OBaj KpU-
BoJIMHUjCKU Tpane3 (“HanyBaBameM”’ MpJbe U CMambuBameM Tpamesa 1o norpebu). Ilo

ycloBy 3amaTka je y.,¢; < 27 u (a? —a?_;)p; < 2. YKyIHa IOBpPIIMHA MpJba je

DICELRPEES SRR ?\/D >\/Z p < VER

. . O O .
. Ilocmarpajmo jemam mnpasuiaan n-toyrao AjAs...A). Hexa ce  poTanmjoMm  3a
Ji|

2km/n oko Tauke A; Taura A? (i > 1) caura
y Ak Tana je A1 A% ... AX mpasunan n-yrao
3a ceako k=0,1,...,n—1, nma je mo ycaoBy
samarra f(A1) + f(A5) + - + f(A}) = 0.
Cymmpame o k maje nf(Ar) + >, f(A5)+
4>, f(AF) = 0. C apyre crpane, 3ai > 1
je S f(AF) =0 jep je A?AL...A?"! npas-
nnan n-royrao. Canma ce mperxomHa jen-
Hakoct csomu Ha nf(A4;) = 0, na tBpheme
cuenm.

. Ilpernocrasumo na tBpheme Huje tauno. Heka je A1As = AsAs = -+ = Ay 149, =
AspA; = 1. Aro cy 3a merko 3 < ¢ < 2n — 1 Trauke A; u A;41 ca ucre cTrpaHe mpase
AjAs, ounma cy verupu tauxe Ap, As, A;, Aj11 TeMeHA KOHBEKCHOT UETBOPOYyIJia Ca ABEMa
HACIpPaMHUM CTpaHUIAMa jemHakuM 1, ma je 30up meroBux aujaronasa Behwm om 2, Te je
G6ap jemma onm mux myska on 1, kourpamuknuja. Ilpema tome, A; m A;11 cy ca pa3HUX
crpana npase AjAs 3a cBako i, omakje ciemu ga cy tauxe As, As,...,As,_1 ca jenHe
crpane Te npase, a Ay, Ag, ..., A, ca apyre. Mebyrum, tana je Ao, A1 As Az xouBekcan
4yeTBOPOyrao u y memy je Asop Ao+ A1 Az > Agp A1+ Ay A3 = 2, IITo je oneT KOHTPaIUKIN]a.
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Ako ce Here nBe my:xu cery, perumo AB u CD (upu yemy cy A,C upsene u B, D niase),
MozkeMo ux 3amerutu ay:xuma AD u BC - kako je AB+CD > AD+ BC, oBako ce cMamyje
30Up Oy:KMHA CBUX IMOBYYEHUX AYKMU. 3aTO IMOBYHUMO 71 AY:KU TAKO na 30Up HUXOBUX
ny:kuHa O0yme HajMamu Moryhu. Meby muma ce HUKOje OBe He CEKy, MHAaUe OMCMO MOTIU
Ia CMamUMO 306up IyKuHA.

. Hera cy Pi(x1,91), P2(22,92),. .., Po(Tn,yn) Tauke y S y KOOpAuHATHO] paBHU. IloromauM

01abupoM Oca M O3HAUYABAKHEM MOYKEMO Ia IPETIOCTABUMO Ha je 1 < To < --- < x,. Heka
je d mame on nykuHe Hajkpalie Bucmae MeDy CBuUM TpOyrJyioBuMa ca TeMeHuMa y S.

Hedunumunmo ckyn T ca 2n — 4 raure: T = {(x;,y; — d), (x4, y: +d) | i =2,3,...,n—1}.
Csaku tpoyrao PP P, ca k <l < m canpsxu jemuy onx tavara (z;,y; £d) € T. Ilpurom
6ap jemny taury y 1 mMoskemo na mszbaummmo. 3amcra, 6ap jeAHO TeMe KOHBEKCHOT OMOTAada
ckyna S je pasmuuunro oxn tadaka Py u P,: meka je o P;. Kako jenna on rauaka (z;,y;+d)
JIEKM BaH KOHBEKCHOT OoMoOTaua, Moxke ce m3bamuru u3 ckyna 1. Ocraje ckyn ca 2n — 5
Tavyaka KOjU 3a0BOJHABA YCJIOBE.

Kopuctumo nunyrnujy mo n. Basza n =1 je tpuBujanua. Heka je n > 1 u verka cy A, B u
C pemom kpajma neBa, Kpajiba Ooma U Kpajkba mecHa Mehy marum rtaukama. Moxkemo na
NPETIOCTABUMO A je Tauka B npBeHa.

(1°) Ako je jemna om tauaka A u C, peuumo A, nnasa, tauke A u B MosxkeMo cnojutu
homkom AX B Tako ma je myx AX Bep-
TUKAJHA, W HA OCTATAK IPUMEHUTU WH-

NYKTUBHY INpPETHOCTaBKY 3a n — 1.

(2°) Axo cy Tauke A u C upsene, nate Tayke
€€ MOTY MOIEJUTY BEPTUKATHOM ITPABOM P
Ha [Ba HENPAa3HAa MOACKYIa TAKO Ha JIEBO
oxn upase p (a takobhe u mecuo) uma jen- X Bl
Hak OpOj NPBEHUX W IJIABUX TAYaKa. 3auUCTa, MPU HEMPEKUIHOM IIOMEDPAY NPABE P
on tauke A mo tauke C, pasimka Opoja NPBEHWX U IUIABUX Tadaka ce Mema on 1
(upu mouerky) no —1 (upu kpajy), Memajyfiu ce mpu CBAKOM HPOJACKY KPO3 HEKY OJ
Tayaka 3a 1; makie, y jeIHOM TPEHYTKY Ta pa3nuka mopa ourtu 0.

b
==

Canma je HOBOJLHO IPUMEHUTU WHIYKTUBHY MIPETIOCTABKY HA CKYIIOBE TadvaKa JIEBO U
IEeCHO O TpaBe p.

Pewewe. Ilocmarpajmo koudpurypamujy tavara Ai, A, ..., Aser v ®0joj je A1Ag ... Aypor
npasuian 4027-yrao u tauka A, je maasa 3a 2{n u upsena 3a 2 | n. Y noGpom pacnopeny
npasux, cBaka ox 4026 mysxku A,A,+1 3a n = 1,2,...,4026 mopa ma Oyme mpeceuena Gap
jemsom mpasoMm. C mgpyre crpaHe, cBaka IpaBa MOKE [a Ce€Ue HAJBUIIE IBE TAKBE IYiKU.
3aTo HaM je y OBOM ciyuajy morpebuo Gap 2013 = 4()2& mpaBux 3a mobap pacmopen, Tj.

k > 2013.

Iloxasxumo canma na 3a cBaky KOJyMOUjCKYy KOHGUIypamujy nocrtoju modap pacuopen 2013
IpaBUX.

3a moderak IPUMETUMO Ia C€ Ma KOje JBe Tadke ucre 00je MOI'y M3ABOJUTU M3 KOH(UI-
ypamuje momohy nBe mpaBe: HOBOJLHO jeé y3eTH ABE IIpaBe mapaJiejHe mpasoj omxpebhenoj
OBUM ABEMa TAdyKaMa U HOBOJbHO Oiu3y mux (ci.l).

IlocmaTpajmo rkouBekcuu omoTau P marux 4027 tauaka. Paszmukyjemo mBa cayuaja.

(i) Ako Ha P moCTOju UPBEHA TauyKa, MOKEMO je u3ABojuru jeaHom npasoMm (cia.2). Ilpe-
ocraymx 2012 npBenux Tavaka Moxemo noxenutu y 1006 mapoBa 1, IO IpeTX0mTHOM,
n3aBojuTH uX m3 KoH(purypamuje nomohy 2012 mpaBux. OBaro cmo moBykaum 2013
IpaBUX KOje YrHe nodap pacropes.

(ii) Ako cy cBe Tauke Ha P miaBe, MOKEMO WU3ABOJUTH ABe IJABe TAUKE jeIHOM IPABOM
(cn.3). Ha uctu Haumu kao y cayuajy (i), mpeocrannx 2012 mraBux Tayaka MOMKEMO
u3asojutu momohy 2012 mpaBux, umMme modbujamo ykymuo 2013 mpaBux y mobpom
pacnopeny.
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ciauka 1 ciauKa 2 cIuKa 3

Heka je 30up cBux Bekropa §. IlocraBumMo KOOpIOVMHATHY OCYy & Iy:K Hera TAaKO Ia je
§ = (zs,0), s > 0. ITocmarpajmo Guino koju BeKTOp d = (Z4,Y,) 13 ckyma. OH je 1o
yCIOBY myradak, Tj. |§—a| = \/(zs — za)? + y2 < |d@| = /22 + y2. Hobujamo 22 > (zs—x4)?,
OJAKJIE CIEMU IA j€ T, = %xs. IIpema Tome, 36Up T-KOOpAMHATA CBUX BEKTOPA Y CKYIy je
6ap §Ts, Tj. Ts > 5Ts, KOHTPAJIUKIU]A.

ITorazahemo caenehie momohuo tepheme: Axo nocmoju k eexmopa ca dyxcurnom 36upa He
eehiom 00 1, onda maxohe nocmoju k + 1 uau k + 2 eexmopa ca mom 0cobuHom.

Heka je mzabpano k Bexkropa uuju je 36up Bekrop u, |u| < 1. Osmauummo ca V ckyn
npeoctasux 111 — k BexkTopa. Mokemo cmarpatu 6€3 cMamema OMIMTOCTU I8 U JIEKNA
Ha z-ocu ca cMmepoM yruecHo. Ilomro je 36up cBux Bektopa 0, y V mocroje Bekropu ca
HEraTUBHOM z-KoopauHaTtoM. Herka je v BekTtop y V ca HajMamOM Z-KOODAWHATOM U; WU
Heka je 0e3 cMamema ONIITOCTU Y-KOOPAMHATA ¥ MO3UTUBHA. AKO je v, < OHIAa je
|u 4+ v| < |u|, unme cmo Hamam k + 1 BekTOpa Ca TPaKEHOM OCOBGUHOM.

IIpernocraBumo cana ma v, > —%. ITommTo w
moKa3yje OeCHO O mpaBe | Koja Caap:Ku v,
TMOCTOjU HEKU BEKTOP w € V Koju moka3yje
sneBo on mpase [. MebyTuMm, z-KOOpIUHATA
BekTOpa w je Beha ox v,, ma 3aTo w MOpa 1aa
nMa HeraTUBHY y-koopamHary. Tama v + w
JIEKU WCIOZ T-0Ce, W TO yHyTap Kpyra ca
IEHTPOM y (—%, 0) 1 nosynpeuHnKOM % 3a-
KJBYyUYjEMO na BEKTOP S = U+ v+ w uMa ay-
skmHy He Behy om 1, mTo 3aBpmaBa moka3 momonHor TBphHém
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OnaBnme ommax ciuemu TBpbheme 3amaTra. 3amcra, MHIYKIAJOM CJIEAN A HOCTOjU 55 mim
56 BerTOpa ca ay:kuHOM 30mpa He BehoM ox 1; y ApyroM ciaydvajy HOBOJBHO je y3eTu
IpeoCcTaNux Hd BEKTOPA.

Heka je AgA,B,By natu kBangpar, Ay, As,..., A,—1 Tauke Ha AgA,, a Bi,...,B,_1 Tauke
ma BB, Tako ma je A; 1A; = B;,_1B; = % 3a cse i. Meby matux n? rauaka, 03-
HaumMo ca X7, X3, ..., X, oHe roje nexe y mpasoyraonury A, 14;B;B;_1 (i =1,...,n),

nopebanme Tako na BUXOBE Y-KOOpAMHATE UmHE Heomanajynm mms. Ily:KuHA M3JIOMILEHE
JIMHU]e A0X11X21...X,1131 je Mmama on % + 1. Cunyno, Oy:KUHE WM3JIOMJbEHUX JIUHUjA
B1X7, ... X7As, AyX? ... X} Bs wrn. cy pemom mame of batl 4, kstl 47 .. Croajame
OBUX M3JIOMJbCHUX JIMHUjA O4j€ M3JIOMILCHY JUHNU]Y LYKUHE MALE O ZZ(% +1)=2n+1
jep je k1 + -+ k, =n>.

Pewewe. Tlocmarpajmo mBe tauke A m B maror ckyna M kojoe cy Ha pacrtojamy d
martor ckyma. Tanma cBaka Taura ckyna M mpumaza Ipeceky KpyroBa MOJNYIPEYHUKA d
ca uentpuma y A u B. Heka ce oBu kpyrosu cexky y C u D. Tspaumo na Gap jeman on
(kpahinx) snyroBa AC u BD He canpsku tauke ckyna M pasaunuure ox A u B. 3awucra,
ako npermnocraBumo na gykoBu AC u BD canpske tauke K u L ckyna M pemom, mmamo
KB=AB=AL=dwu AB+ KL > BK + AL, na je KL > d, mTo je KOHTPaIUKILja.

IIpernmocraBumo 6e3 cMmamema ommroctu na ayk AC He canpsku tauke ckyna M. M36anumo
un3 ckyna M rtauky A, a ocrarak momeanMo Ha ckymosBe M; m Ma, npu demy je My cryn
rauaka ckyna M \ {A} xoje cy Ha mpaBoj AB niau Ha WCTOj CTPAHM Te IpaBe Kao TadKa
C. Jacuo je ma ckynoBu M; u M, umajy nujamerpe mame on d.
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IIpeTnocraBuMO ma CMO TO yCHIEJW Oa IMOCTUTHEMO, WU TO TAKO aa Opoj mobujeHux Tpoy-
riaoBa Oyle MUHUMAJIAH (O3HAUMMO T'a Ca n).

Oszmaunmo nosxasue Tpoyriaose ca 11,15, T3, Ty. Bap Tpu ox oBa yetupu TpOyria MOpPamMo
Ia MOMeJMMO BUCWHOM: Heka cy To 11,75, T5, n Heka cy mobujenu TpoyrioBu 111 =2 Th =
T31 u Tio =2 Toy =2 T3y, IHame, 6ap aBa meby tpoyraosBuma T;; u 6ap mBa meby T30 Mopa-
MO [a MOAeJMMO BUCUHOM. Ay Ttana mobu-
jamo 4 mama nmonynapHa rpoyriaa. Ilo mper-
[IOCTaBIM, OBa YETUPU TPOYyIria OUCMO MO-
pajgu ga momesrMO Ha YKYIHO M — 7 HEIo-

OyIJApHUX TPOYIJOBa, y CYIPOTHOCTU Ca&
uzbopom Opoja n. IIpema Tome, TpaskeHO ceueme je Hemoryhe.

Hexka je MNP jenanm tpoyrao y ¢amuinju, a meroa BucuHa h. Ilomro ce cBaka nsa
TPOyTLJla CEKy, OHU CBU JIeKe Yy HEKOM mojacy mwupumue 2h mapasennom ca MN. Ilocma-
Tpajyhu amamorue mojaceBe mapaJtieane ca MN u NP, 3akpydyjeMo na CBAKU TPOYTao
nexxku yuyrap mecroyraa ABCDEF ca yranosuma on no 120° u oncrojamuma 2h uzmeby
HacmpaMHUX crpanura. Heka cy {,, {, u {. npaBe mapaJjiesiHe CTPpAHUIIAMA IMIECTOYTJIa U
jemHako ymaJbeHe Om muX, a X, Y, Z CpeaullTa OAcevYaka OBUX IPABUX YHYTap IIECTOYTJIA.
Tana cBakm Tpoyrao Mopa na canp:ku 6ap jemHy O HUX.

IloBpmunua Tpoyria ce Mema JIMHEAPHO Ca IMOMEpAameM Tadvke Ay:K ¢ukrcHe npase. lIpema
TOME, MOYKEMO [a TeMe TPOyrJja IOMEePUMO Yy TeMe IIEeCTOyIrJa TaKO Ha TPOYIJy He CMaH-
jUMO TMOBPIHIUHY. Y KUHUMO MCTO U Ca TpeocTaja ABa TeMeHa Tpoyriaa. Tako mobujamo
TpOyrao ca TEMEHMMa Yy TeMEeHVMa MEeCTOyIJa ¥ IOBPIIMHOM HE MAamOM O IOBPIINHE
[IOJIA3HOT TPOYIJa. Kako MOBpIIMHA TAKBOI TPOYyIJa HE Ipea3y MOJIOBUHY IIOBPIINHE
mecrToyria, TBpheme ooMax cienu.

Muoroyrao koju mobujamMo HMU30M MOACENaHma CAAPKUA Oap MO jeoHy TAuyKy Ha CBaKOj
cTpanunu mosassor mectoyraa A; AsAsAsAsAg: Hera je ma crpamunu A;A;11 TO Tauka
B;. IloBpmuHa oBako mobujeHor MHOTOYTAA je Beha omx moBpmuHe mectoyriaa BiBs. .. Bg.
C mpyre crpane, nospiuHa mecroyria B Bs ... Bg je Beha ox moBpmmuHe mecToyria o1-

pebenor mujaromamama A;A;42,i=1,...,6, a oHa je TauHO %

Hexka AB,CD u EF onpebyjy tpoyrao A1C1Fy n weka BC,DFE, FA onpebyjy tpoyrao
BlDlFl (CDQEF = {Al}, DENFA= {Bl}, I/IT,H.). O3s3raunmo AB/F1B1 =a, BC/AlCl =
b, CD/BlDl = C, DE/ClEl = d, EF/D1F1 = €, FA/E1A1 = f Ta,zna je [ABDl] =
a’[B1D1Fy] utn, na nobujamo [ABCDEF] = (1 —a? — ¢ — €2)[B1D1F1] u [ABCDEF] =
(1 -0 —d? — f2)[AC1E).

Moskemo ma m3spasumo b, d, f mpeko a,c,e: b =

l—a—c __ _l—c—e __ _l—e—a
2—a—c—e’ d= 2—a—c—e¢ 1 f T 2—a—c—e’

2
2, .2, .2, 2 _
u b2 4 @2 4 f2 = 3=dptritaiicite 5 1 (3 2p)

BC _ DiF,—-D B-CF, EF

A1C EF " AE+EF+FC;
Osmaummo a +c +e =p. Tana je a®? +c® +e? > %pQ

(2-p)? Z 3\ 2-p

IIpermocrasumo na je [A;C1E ] < % u [B1D1Fy] < % Tana U3 rOpHUX jeTHAKOCTUA q00U-
jamo a® 4+ c? +e? < % u onatie p < 1, a Takobhe u b% +d? + f2 < % u OJaTiie 3’2:—2;’ < 1, mro

je KOHTpaIuKIuja.

Heka cy usune terpaenpa ay:xkune 1. Oszmaummo ca A', B',C’, D’ npojekunuje temMena tet-
paenpa A, B,C, D ua pasaun w. Tana je cos<{(AB,7) = A'B’ urn.

Axo je komBekcHum omorau tauvaka A',B',C’', D’ uersopoyrao A’B'C'D’, ompa je jemam
Ol BETOBUX YHYTPAIIBUX yriaoBa, Hnp. <A, mmje mamm oxm 90°. U3z B'D’ < 1 cnemm
A'B' < 1/\/5 mm A'D' < 1/\/5, makae Oap jemma oxm msuna AB um AD mpasum yrao on
Gap 45° ca w. Y mpyrom ciydajy, ako je KoHBekcHU omorau tauaka A’ B, C’, D' Tpoyrao
A'B'C’, Taga moskeMmo yzetu Oe3 cmamema ommroctu ma je <A'D'B’ > 120°, a tanma je
A'D' < 1/v3 uma B'D' < 1//3, na je yrao usmeby 7 u jemme ox usuna AD, BD me mamu
OJI arccos 1/\/§ > 45°.

Munumanua Bpeguoct 6 = 45° ce moctmke kana cy usune AC u BD napaJiesnne paBHU T,
te je A'B'C'D’ xBanpar.
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(a) Hocmarpajmo umpase po, p1, P2, Ps U py napasease ¢ ma mehycobuum oxcrojamuma
TaKBE Ja Py U Py OOIUPYJY MHOTOYrao
P. 3Ba i € {1,3}, Hera p; cedye rpanuy
P y maukama A; u B;, u Hera cy a;,b;
pemom mpaBe kpo3 A;, B; koje momupyjy
P. Tpames ompeben mpasum pg, ps,ai, by u
Tpamne3 onpebhen mpaBuM ps, P4, a3, by TOKPU-
Bajy mHOTOyrao P. Kako cy mospiusae oBux
tpanesa 2d- A1 By u 2d - A3Bs, 6ap jeaHa oI BUX je HE Mama Of %S; Heka je To 2d - AsBs.
Capna je mospmuua Tpoyraa AsBsC jennaka %d - A3Bs > %S, rae je C Tauka u3 pg NP.

(6) Makcumym je %S. Heka je ABCDEF npasuian mecTtoyrao crpanune a u PQR
Tpoyrao ynucau y mera ca PQ || AB. Cumarpaliemo Ge3 cmamema ommroctu na P € FA
u @ € BC. Axo je AP = BQ =z, ouna je PQ =a+x u d(R,PQ) < d(D,PQ) = (a— %)\/5,
na nobujamo Ppor = (a — £)(% + £)V3 < (a+ £)?V3 = £S 1o nejeanaroctu usmeby

3 —a
CcpeauHa, IPU YeMy C€ jeIHAKOCT HOCTUHE 33 T = 3.

IMocmarpajmo tpoyrao ABC makcumasine moBpruuHe ca Temenuma y S. Komcrpywummmo
Behn Tpoyrao A'B'C’ ca C € A'B' || AB, A€ B'C" || BC u B € C'A' | CA. Tpoyrao
A’B'C’" je cnmuuam tpoyray ABC ca wxoedumujerntom 2. 306or maumHa u3bopa TPOyTIa
ABC, neo ckyn S nesxu ynyTtap wiau Ha rpanunu tpoyriaa A'B’'C’. Kako ce AABC moske
nokputu 1-tpakom, AA'B’'C’ ce moxke OKpuTHU 2-TpakxoM, ma TBpheme oaMax cieny.

Osnaunmo temena tpoyria 1T ca A, B u C. [Ipernocrasumo na cpenumre A; crpanune BC
ue snexku Ha K, u na je D tauka na BC koja je najonwmwka A v npunana K. IIpernocrasumo
pamu omnpebenoctn na DB > DC'. IloBymummo mpaBy p Kpo3 D koja HeMa 3ajeTHUIKUX
yHyTpammux tadaka ca K m koja ceue mpaBy BC monm mamum yriaom €. Hera p ceue
npase AB u AC y B’ u C' pemom. Tana je [AB'C’'] = [ABC] + [DCC'] — [DBB'] =
[ABC] - 3(DB- DB’ — DC - DC')sine. 3a nosoino Mano € umahemo DB’ > DC’ u onatie
[AB'C'] < [ABC], mto je kourpamuknuja ca uzéopom 7.

Axo menTap n-yria JieKM YHYTap HEKOr TPOyIJa, OH je omTpoyrau. AKO Jexu Ha
CTPAHUIU KOjy Hejie nBa TPOyrJja, Ta ABA TPOYTJa CYy IPAaBOYIJIA.

IlocmaTrpajmo Tpoyrao koju canp:km ImeHTap n-yriaa. Iberose crpanule nesne n-yrao Ha
TpU ZHeJia KOJju ce cacroje on &, u y crpanuna (2x +y =n). Kako ce neo n-yruia xoju ce
cacToju on k < § CTpaHMIA MOM¥e HOMCIUTH Ha jeJHAKOKPAKe TPOYTJIOBE aKO M CaMO akKo
je k cremen mBojke, mobujamo n = 2% + 2° 3a meke mpupomse a u b (n > 2).

Cmarpahemo Ge3 cmamema ommrTocTu ma cy Tauke Ajp,..., A, nopebame Ttum pemom y
no3utuBHOM cMepy. Ilom nmykom A;A; mompasymeBaMo OHAj KOJU je y IIO3UTHUBHOM CMepY;
Tako je 36mp nmy:xuHa nykoBa A;A; m A;A; jemmak 2m. Kamemo nma je ayk A;A; myn ako
je meroBa nysxkwuna Oap w. O3HaumMo ca xj Opoj wHAEKCA i 3a Koje je nyk A;A;1r Tyn
(unmekcu ce padynajy no Moxynay n). Ilomro je Gap jeman onm ayroBa A;A;rr u AiyrpAiin
TYI, BaXKU T + Tp_k = N, y3 JEAHAKOCT aKO U camMo ako cy A; m A, Iujamerpaiino
CYIpPOTHE 3a HEKO i. YKymaH Opoj HEOmITPOYIJINX TPOYIJIOBA jelHAK je OpOjy HEOITPUX
yraosa Ap,A;A,; mpu TOM 3a cBaku on ) Tymux jaykosa Ap,A, ca r = p + k moctoju
tauno n — k — 1 takBux yrisosa. [Ipema Tome, 6poj N HEOMITPOYIrJIUX TPOYIJIOBA j€ jel,z[HaK
N = 22;11 (n — k — 1)z,. Kopucrehu penamujy zy + Tn_p = n, nobujamo N > Z,::Tl (k —

D(ze + k) 2 nz%l(k —1) = 2oV 5y genapro n, n cimuno N > nn—2)? .,
k n—k) = k=1 3 P , > 5

mapHO n. JemHAKOCTU Ce ANOCTW:KY Kaaa HEMa AMjaMeTPAJIHO CYIPOTHUX TadaKa U CBAKU
OIYKPYT ca/:[pmy; Hajume 5 + 1 Tavaka. Makcumasnan 6poj omTpPOyriMX TPOYTJIOBa je
HapaBHO jeIHaK (3) — N.

Ouurnenuo je m(3) = 1. ITorazahemo ma je m(n) = n—1 3a n > 4. Osmauumo TemeHa
n-toyraa ca Ai,...,A, pemom u meroB mnenrap ca O. Onpabepumo tauke B; € A;A;11
(i=1,2,...,n—1) tako na je By = Ay u B;B;;1 = 14¢ 3a cBe i, rze je € > 0 KoHCTAHTHO. 3a
¢ =0 umamo B; = A;; BUAMMO n1a Ce 3a CBaKO i Tauka B; HEIPEKUIHO MEHa Y 3aBUCHOCTU
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onm €, ma he 3a moBOJbHO MaJio € > 0 cBako B; outu jemmosnauno omnpebeno u B, 1 he ce
HaJIA3UTU IPOU3BOJLHO Oim3y tauku A, 1, Tako ma 3a Takso ¢ umamo B1B, 1 > 1. OBaxko
cMo omabpasm Tauke Bi,...,B,_1 Ha rpaHuIu n-TOyraa Tako Ha je B;B; > 1 3a cse 1,].

3an > 7 raura O je Ha pacrojamy Behem on 1 ox cBake cTpaHUIle N-TOYIJIa, Oa TIPUKIBY Iy -
jyhu my ckyny moGujamo na je m(n) > n. C apyre crpane, 3a n < 6 je m(n) < n— 1.
3awucra, ako cy C1,...,C, n Tavyaka y IpaBUIHOM N-TOYTJY WJIU Ha CPAHUIM, OHIA 38 HEKe
mee tauke C;, C; (i # j) Baxu <C;0C; < 27/n, mwro 3ajenuo ca OC;,0C; < OA; = OA
naje C;C; < A1Ap = 1. Ilpema Tome, onrosop cy 6pojesu 4,5, 6.

Osumaunmo ca 7(l) 36up my:kuHA npojernuja maTux ay:xku Ha npasBy l. Axo je 7w(l) < 1,
Mo:keMO noByhu ¢amMmnnjy npaBux HOpMaJHUX Ha [, Ha jequHndHoM MehycobroM ozncro-
jamy, TAKO mOa HUjeoHA He ceue mare my:ku. Ilpema Tome, TBpbheme he cimemutyt ako
nokaskeMo na mocrtoje mee MebycoGuo HOpMasmme mpase l; u ly 3a koje je w(l1) < 1 m
m(l) < 1. Y crBapm, nokazahemo ma mocrtoje HOpMasiHe mpaBe l; u ls Takse ma je
m(ly) = w(lz). Hawmme, 36up mpojexmmja ny:xu nysxkune d Ha npase [ u lo Huje Behn
on dv/2, omarne cremu na je m(l1) + w(la) < 2, makne w(ly) = w(lz) < 1.

Opabepumo nse HopMauHe npase [ u lo. Axo je w(l1) = w(l2), 3aBpmmau cMo. Y cympor-
HOM, ako je Hup. 7(l1) < m(l3), HeKa poTanuja y MO3UTUBHOM CMEPY 3a yrao ¢ camka l; u ly
y lf u lg) penom. Kaxo je f(¢) = ﬂ(lf)*ﬂ(lg)) Henpernana ¢pyusnuja mo ¢ u f(0) <0 < f(3),
nocroju ¢ € (0,%) 3a xoje je f(¢) =0, Tj. 7(19) = 7(1$) u mpm Tom 1§ L 1S, mro cmo n
TBD IUJIN.

O3maunmo € = KBaapar ca macnmpamenM TeMenuma (—35, —5) u (n+5,n+5) canpxn

1 4
2n+1"° 27 2
(n+1)2 6p0j I h
OeJIOOPOJHUX TadaKa. OKa3ahnheMO na HE MOKE BUIIE.

3a n = 1 kBagpaT cTpaHUIE % MOKe Ja MOKpuje HajBumre 4 IeJJ00pOjHE TaduKe: 3auCTa,
Meby Ma kojux 5 memo6GpojHMX Tauaka IOCTOje IBE Ha pacTojamy /5, MTO je mywe O

: 4
MjaroHaJIe KBaApaTa CTPAHULE 3.

Hera je n > 2. Hera kBampatr K crpanutie n + € mMOKpuBa M IMEeJOOPOJHUX TAUaKa U HEKA
je H muxos xouBekcHu omorad. [lo IIukoBoj teopemu, noppmuua ¢urype H je jenHaxa
m— % — 1, rme je k 6poj mesnobpojuux tavaka wHa rpanunu H. IIpurom je obum purype H
e Behu ox obuma xBagpara K, 1j. 4(n +¢€) < 4n+ 1, na Kako cy cBake ABe 1ea00pojHE
Tauke Ha pactojamy Oap 1, cremu k < 4n. Cama je (n+€)? > m — g —1>2m-—2n-1,
omakme je m < (n+e€)?+2n+1<(n?+1)+2n+1, 1j. m < (n+1)2.

[Ipumernmo na je wemoryhe na verBopoyrinosu A;A;11A;10Ai13 1 Ajp1Ai10Air3Ai44 Oyay
UCTOBPEMEHO TAHT€HTHU 3a HEKO §. 3ancTa, y cCympoTHOM Ou Baskmuio A;A; 11+ AipoAirs =
Ai1Aipo + AjAjiz m Ay Ajyo + Ay Airs = Ao Aiiz + Ajp1Aiyy, onakne cabupameM
nobujamo A;A;pq + AipsAirs = AjAirs + Aip1 A4, iTO je Hemoryhe jep je werBOopoyrao
A;Ai1A; 434,14 roHBekcaH. [Ipema ToMe, TAHIEHTHUX YeTBODOYTJIa HeMa Bume ox [n/2].

Ocraje ma KOHCTPYMIIEMO IpPUMED Kala Ce HOCTWKE oneHa [n/2]. 3a mapHO n HOBOJHHO
je y3etm n-toyrao AjAs...A, takaB ma je Ag; 1As; = x u Ag; A1 = y 3a cBe i, ca
CBUM YHYTPAIILUM yLJIOBUAMA "T_Qﬂ, TakaB ga je ywerBopoyrao A;A;AsAy Ttanrenran. 3a
HENAPHO 7N KOHCTPYyWImuMO oarosapajyhu mpumep ca n + 1 temena, u3bpummmo A,41 u
nomepumo A, tako ma yerBopoyrao A, sA,_1A,A; Oyne ranrenTan.

Kopucrtuhem unnykuujy mo k. Tepbheme je tauno 3a k = 0 jep nmocrtoju Gap jenHa rauka
P raksa na (OP) me ceue uujenuy upasy y L.

IIpernocraBumo na tBpbheme Basku 3a k — 1. Tlocmarpajmo Ttaurky O u Heky npaBy | € L
Ha MUHUMAJHOM pacrtojamy ox O. Ilpasa [ canpxu n — 1 tavaka u3 [. [Tokazahemo na
je meby muma 6ap k + 1 npsenux. IIpumerumo npso ma mocroju tauka P € [N TakBa na
(OP) ue ceue uujenuy upasy y L. Taurka P menu upasy [ Ha ABe mosympaBe — HEKa jelHA
on BUX cagpxku tauke Pp, Po,..., P, € I, a npyra tauke Q1,...,Qn_2_, € I, npu uemy je
OP, < - <OP,u0Q1 <+ <0Qn_2_y. Hocmarpajmo orsopene nysxu (OF;) u (OP;41).
Csara mpaBa y L koja He mpousia3u kpo3 P; u P41 ceve unn o0e OBe AyKU, WU HUjEOHY.
Ocuwm tora, npasa kpo3 P;1q1 He Moxke na ceue (OP;) jep 61 y CynpOTHOM Ta IpaBa Ouia
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33.

34.

35.

osmmxa Tavykn O Hero mTo je To . Jemmuo mpaBa kpo3 P; paznumuura on | MOxke ma cede
(OP;41). To 3uauu na ce 6pojesu npeceka (OP;) u (OP,11) ca npasum y L pasiuryjy 3a
majsume 1. Cremu na cy tauke P, P, ..., Pyingr.u} IPBEHE, a aHAJOTHO BaKU U 32 TauKe
Q;, mro maje 6ap k+ 1 npBeHux Tavaka Ha .

Axo yrmnomuMmo mpaBy [ ca n — 1 Tauyaka Ha H0j, I0 MHIYKIW]CKO] IPETIOCTABIY IIOCTOjU
6ap XD rauaka G € I'\l 3a roje (OG) ceue majpume k — 1 npasux y L\ {l}. Cnenu na

2
(k+1) (k+2)
2

mocroju 6ap @ +k+1= IPBEHUX TadaKa.

Kana je S ckynm TemeHna mpaBUIHOT IETOYTJIA, JAKO ce nobuja % = 1+2‘/5 = «. Tspaumo

na je oo Hajbosma ouena; tj. ako je S ={A,B,C,D,E} u [ABC] = M(S), onna Hekn ox
TpOyrioBa ca TeMeHuMa y S uma nospumuny Ha Beliy ox M (S)/a.

Kouncrpynmumo sehu rpoyrao A'B'C’ ca C € A’B' || AB, A€ B'C' || BCuBe C'A" || CA.
Tauke D u E nexe ca ucre crpane npase B'C’ kao B u C, jep 6u y cynporaom ADBC
nmao Behy nospumuay ox AABC. CrauvaH 3akibyvyak BaKU 3a OCTajie CTPAHUIE, [1a IIPeMa,
tome D, E sexe yryrap tpoyraa A'B'C’ nnmm ma merosum crpamnunama. IllTta sume, 6ap
jeman on tpoyraosa A'BC, AB'C,ABC’, nvexa je to ABC', ne canpssku vm D un E. Tako
MO¥KeMO ma mpernocraBumMo ma D, E nesxe ymyrtap yerBopoyriaa A’B'AB.

Aro aduuO Tpanchopmumemo S Tako na A, B,C mocraHy TeMeHa IPABUIJIHOI IETOYTJIA
ABMCN, pasmepa M(S)/m(S) ce ne mema. Aro cana D unu E nexu yayrap ABMCN,
3aBPIIUIM CMO. 3aTO MpeTnocTaBuMo xa ¢y u D u E ymyrap tpoyraosa CMA u CNB'.
Tana je CD,CE < CM (jep CM =CN = CA' = CB'), u <DCFE nnn uuje sehin on 36° unn
Huje mamu on 108°, omarse mobujamo na moBpmwuia ACDE He npeBasuia3y MOBPIIAHY
ACMN = M(S)/a. OBuMm je noka3 3aBpIIEH.

IMocmarpajmo tpoyrao ABC makcumainue nospumuue S canp:xkan y P. Heka npase map-
amesnne ca BC,CA, AB kpo3 A, B,C penom onpebyjy tpoyrao A1 B1Cy, rne A € B1Ch ura.
360r MakcuMmaJsHOCTH S, eo MHOTOyrao P je campskan y AA; B1Ch.

MMosyuumo npase mapasenue ca BC,CA, AB roje momupyjy P u me canpxke A, B,C. Omue
onpebyjy rouBekcan mecroyrao U,V,UyV,U. V. roju canpxu P, ca V, U, € B1Cy, V., U, €
C1Aq1, V,,Up € A1By. Csaxra on ny:xu U,V,, UpVs, UV, canpsxu Hexy taury P. Onabepumo
takBe Tauke Ag, By, Co va U, V,, UpVy,, UV, penom. Kousekcuu mecroyrao ACoBAy CBy je
caap:xkan y P; mokazahemo na je merosa mospmmHa Gap 3/4.

Osumauumo ca x,y,z penom nospmune tpoyriosa U,BC, Uy,CA u U.AB. Tana je S; =
[ACoBA(CBy) = S+ x+y+ 2. C apyre crpane, AA1U,V, je cimuan AA;BC ca roedu-
nujertom 7 = (S — 2)/9, ma je merosa nmospmuua 725 = (S — 2)?/S. Ilakae, moppmuHA
yersopoyraa U,V,CB je S — (S — x)?/S = 2z — 22/S. Amasnorme uspaze mobujamo 3a
UV, AC u U.V.BA. Tlpema Tome, ako craBuMo p = x +y+ z, Bazku [P] < [UV,UpVpU V. =
S + [UuVaCB] + [UVLAC] + [U.V.BA] = § + 2p — 442 < g 49y — P2 Cana je
481 = 3[P] 2= 85 —2p+p*/S = (S —p)?/S >0, 1j. S1 > 3[P]/4.

Herka cy A u B temena P 3a koja je moBpmwmua AOAB makcumanua u Heka cy C
u D tauke cumerpuune A u B y omHocy Ha

O. Koucrpyummmo napadjgenorpam WXY Z Z
y xkome cy A,B,C u D pemom cpemumra
XY, YZ,ZW,WX u upu tom WX|OA nu
XY||OB. Osaj napasenorpam cagp:xu P.

Hame, vexka cy U,V,M u N upeceuu P ca
XZ nu WY, rme cy pacmopemu Tadaka Ha
mpaBumM X —U -V —-ZuW -M - N-Y.
IToBymumo mapaJenne npase u > U nv >V
u napaJiense npase n 2 N u m > M, Tako
na P nexun mameby uw m v u Ttakobe seku
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36.

usmeby m u n. Ilpase u,v,n, m onpebyjy apyru napamnenorpam EFGH. Ilokazahemo na
6ap jenna on nospmmua [WXY Z] u [EFGH| e npenasu [P]v/2.

A¢uno mpeciuraBajyhu cauky mo morpebm, MOMkeMO Jna mpermnoctaBuMo na je WXYZ
kBaapat; tana je FFGH upasoyraouuk. Oszmaummo OA = a, OU = z-OX u ON =
y-OY. Umamo [P] = [ANBVCMDU] = 4[0AU] + 4[OAN] = 2a%*(z + y). C apyre crpane,
(WXYZ] = 4a® u [EFGH] = 8zya®. Kaxro je WXYZ]-[EFGH] = 32a*zy < 8a*(z +y)? <
2[P]?, 6ap jemna on nospmmma [WXY Z] u [EFGH] uuje seha ox [P]V/2.

Heka cy Ap,...,A, pemom memena P. IlpermocraBuMo na Cy HEKe IBe CTPAHUIE Hap-
ajleHe: HEKa Cy TO 0e3 cMmamema ommroctu A,A; m A;A;p1 (i < n), npu yemy je
A;Ai1 < ARAL. Bai+1<j<n, Heka je A;- CIIMKa Tauke A; Ipu TPAHCIALUjUA 338 BEKTOD
Aiy1As; 3a 1 < j < i osmaummo A} = A;. Kawro je A = A}, muoroyrao P’ = A}... Aj
je 3ampaso (n — 1)-toyrao. Takxobe, 3a memiy a = A;Aj41, ca osmaummo a' = AZA%
o3HauuMoO uBuUIy (mereHepucany 3a j = i) y P’. Buamumo ma axo je B rTeme Hajymai-
jemuje om crpamune a y P, omma je B’ teme majymamenuje om a’ y P’. Ilpema Tome,
nospmuHa P! npunpy:kena crpanunu ' 'y P’ je Mama o1 mospummHe P, IPpUADYKEHE a Y
P TayHO 3a MOBPUIMHY Hapajeaorpama Had ¢ Ca APYroM CTPAHUIOM NAPAJIETHOM U jel-
makoM A;A;y1. CabupameM MO CBUM CTpaHUIaMa a, 30Up NPUADPYKEHUX NOBpmuHa y P’
je Mamu on 30upa IPUAPYKEHNUX MOBPIIMHA Yy P 3a JBOCTPYKY IHOBPUIMHY IIapajesorpama
An AL A A1, Caenu na tBpheme 3amarka Basku 3a P ako u camMo ako Baku 3a P’; oBako
CMO CBeJI TBpDheme Ha aHAJOTHO ca MamuM OpojeM TeMeHa.

IIpernocrasumo cana na y P Hema mapasesnux crpanuna. Heka je A; Teme Hajynamenuje
on A, A;. TloBymumo npousBosmuy npasy p 3 A;. Oxpemnumo Ha p ca obe cTpane Tauke A;
tauke B; u C; najonmxke A; 3a Koje MHOroyriosu mobujenu u3 P 3amenoMm temena A; ca
B; (omuocuo C;) uMajy IBe mapaJiesqHe CTpaHe WM TPU KOJUHeapHa TemeHa. Heka ce A;
cana kpehe mpasomuuujcku on B; mo C;. Cse mpuapyskene mospmune [P,] © moBpummHa
MHOTrOyTIa [P] Memajy ce nuHeapHO, na je uzpas y | [P,]—2[P| nureapan no xyxuau B;A; u
nmpemMa ToOMe AOCTUKE MUHUMYM Y HEKOM Kpajy uHTepBaJa - Tj. kanje A; = B; umu A; = C;
a 'y TUM ciydajeBuMa P mMMa IBe MapajiesHe CTPAHUIE WU TPU KOJIUHEAPHA TeMeHa. Tako
MOKEMO n1a mpeTnocTaBuMo He ry6ehu ma ommrocTty ma P mMa IBe mapaJiesiHe CTPAHUILE.

IIpumenyjyhu nBa ropma mOCTyIEKa DOBOJbAH OPOj IIyTa CBOOUMO TBPDHEHmE 3a MHOTOYTao
HA aHAJOTHO 3a TAUKy, a Tala je OHO TPUBUjAJHO TAUHO.

Beorpan, 2003-2011
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