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1. /IBopasmepa. Xapmouujcka cupergyroct. IlepcunekTuBurer. IIpojekTuBuTeT

JEenanIMIA: Heka cy tauke A, B, C u D rkonuneapue. J[Bopasmepa maposa tavaka A, B u C, D
je

AC AD
CB DB
Heka cy a, b, ¢, d yetupu mpaBe Koje mpu-
magajy jegHOM MpaMeHy. 3a aaTe IpaBe P; U P
osnaunmo A; = aNp;,, B, = bNp;,, C; = cNp;, )
D;=dNp;, 3ai=1, 2. Tana je
Ca
R(A1, B1;C1, D1) = R(Ag, B2; C2, D2).  (2) N ?
2
3aTO je KOPEeKTHO JIe(@UHUCATH IBOPA3MEpy
apoBa MPAaBUX jEIHOT MpPAMEHA KAao
A C B D
R(abicyd) = R(AL BiiCL D). (3) B "N

Hera cy O1, Oz, A, B, C, D KOuurIndHe Tauke.
Tana je
R(OlA, 013;010, OlD) = R(OQA, OQB;OQC, OQD) O1
(4)
3aT0 je KOpPEeKTHO MeGUHUCATH IBOPA3MEDPY D
IIapoBa TavyakKa 3a KOIWKJINYHE TA4vKe, Kao )
R(A,B;C,D) =R(0O1A,0:B;0:C,0,D). (5) B

Hera cy A, B, C, D xonuHeapHe Wi KOIUK-
JIMYHE TadKe, W HEKa WHBep3uja ca meHrpom y O
npecaukaBa tauke A, B, C, D y rauke A*, B*,
C*, D*. Tana je

R(A, B;C,D) = R(A*, B*;C*,D*).  (6)

JEenHUIIMIA: Heka cy mauke A, B, C u D
KOJIMHeapHe wiau kKouukiawmuee. [lapoBm Tauaka
A, Bu C, D cy XapMOHHIjCKIA CIIPETHYTU AKO
je R(A,B;C,D) = —1, mro ce o3HadaBa U Ca
H(A, B;C, D). . .
JEeMHUIIMIA: TlepcnekTUBUTET Y ONHOCY HA TAUKy S, y O3HAIM x , j€ CBAKO MPECIUKABAHE IPaBe
unam Kpyra l; Ha OpaBy WauM KPYT lo, TAKBO Na YKOJWKO je [; miuum ly KPpYr OHOa canp:ku Tadky S,
mpu KoMe ce cBaka Tauka Ay € [y cauka y taury As = OA; Nly. Tlpema mperxomuuM cTaBOBUMA,
[IEPCHEKTUBUTET UyBa ABOPA3MEPy, & CAMUM TUM M XaPMOHU]CKY CIPErHYTOCT.

HEeHUIINIA: IIpojekTUBUTET je CBAKO MPECIMKABAIE IpaBe WM Kpyra li Ha TpaBy WiId KPYyT lo
KOje ce MOyKe IPENCTABUTU Ka0 KOMIIO3UIA]a MEPCIEKTUBUTETA.

TEOPEMA: Heka cy taurke A, B, C, Dy u Dy ronuneapue niu gorukanune. Axo je R(A, B;C,Dy) =
R(A, B;C, Dy), ouna je Dy = Dy. IlpyruMm peunma, IPOJEKTUBUTET Ca TPU PUKCHE TAYKE j€ UACHTUTET.




TEOPEMA: Axo cy Tauke A, B, C, D mebhycobuo paznuuure, u R(A4, B;C,D) = R(B, A;C, D) ouzna je
H(A,B;C, D).

2. IlezaproBa TeopemMa

Tpoyrnosu A1 B1C1 u As Bo(Cy cy mepCHeKTMBHM y OOHOCY Ha meHTap ako npase A1 Ay, B1Bs u
C1C5 mpunanajy jeAHOM MpaMeHy, a MEPCIEKTUBHU y OMHOCY Ha ocy ako cy tauke K = B1C1NByCo,
L=ACiNACy, M = A1 B; N A3 By xonuHeapHe.

JIE3APTOBA TEOPEMA: JIBa Tpoyria Cy MEpCIEKTUBHA y OMHOCY Ha IEHTApP aKO U CaMO aKO Cy mep-
CTIEKTUBHU Yy OAHOCY Ha OCY.

3. IlamacoBa u IlackasioBa TeopemMma

ITATTACOBA TEOPEMA: Hexka ce tauke A1, Az, A3 manase Ha nmpasoj a, a Tauke By, B, B3 Ha mpasoj
b. Heka je A1B2 mAQBl = Cg, AlBg ﬂAgBl = CQ, AQBgﬂAgBQ = Cl. Taﬂa cy Cl, CQ, 03 KOJIMHEapHe.
Joxas: Oszmaunmo Ch = C1C3NA3By, D = A1 BsNA3By, E = AsB1NA3By, F =anNb. Ham mum je na

nokaskeMo ma cy tauke Co u Cé UOEHTUYHE. Y OUMMO HU3 IPOjEeKTUBUTETA
A3B1DCy %' FB1ByB3 8 A3EByCy ¥ A3B1DCY.

Ha taj maumu cMo qo6uin MpOjeKTUBHO MpecauKkaBame npase A3Bj npu koM cy ¢ukcHe Tauke Asg,
By, D, a Tauka Cs ce npeciugasa y Tauky Ch. Kako je mpojekTuBHO mpecimkaBame ca Tpu (QUKCHE
TauKe MAEHTUYKO NpeciukaBame, ciemu na je Cy = CY). O

ITACKAJIOBA TEOPEMA: Hera cy Ai, Az, Az, By, By, Bs komukauuhe Tauke. Tauke mnobujene y
npeceruma Ay By ca As By, A1 Bs ca A3By, A3Bs ca A3Bs sneske Ha jemHo] mpaBoj.

Jokas: Taure C4, D u E ce nepunmmy kao y mokady Ilamacose TeopeMe. 3aTUM yOuMMO CIUYAH HU3
MIPOjEKTUBUTETA

A3B1DCy % A3B1B2Bs % A3EBCy 2 A3B1DCS,
¥ HA UCTU HAUMH 3aKmpydyjemo na je Co = Ch. O
4. Ilon. Ilomapa. BpujanmonoBa u BpokapoBa Teopema

JeeuHuumnJA: Herka je mat xpyr k(O,r). Hera je tauka A* caurxa tauke A # O npu uHBEp3Uju y
omuocy Ha kpyr k. IlpaBa a koja canpskm tauky A* m HopMmasna je Ha OA HaszuBa ce moJiapa Tauke
Ay ommocy Ha kpyr k. Obparno, Tauka A ce HAa3UBa MOJI IPABE ¢ y OMHOCY Ha KPYT K.

TeOPEMA: Heka je mar kpyr k(O,r). Hera cy nmpase a u b mosape tauaka A u B y omuocy Ha k.
Tauka A npunana npaBoj b ako u caMoO ako Tauka B mnpumaia mpasoj a.

Jokasz: A € b ako u camo ako ZAB*O = 90°. Amanorno, B € a ako u camo ako ZBA*O = 90°, ma
ocTaje joIn ma ce IPUMETU Oa U3 OCHOBHUX CBOjcTaBa wHBepsuje ciaemu LAB*O = /BA*O. O
NEovHUIINIA: Tauke A n B Ha3uBaMO KOHjyTOBaHMIM y OIHOCY Ha KPYT k KO jedHa OX HUX JIEKU
Ha TOJApU ApyTre.

TEOPEMA: Ako npasa ozxpebena nsema koujyrosanum taukama A m B ceue kpyr k(O,r) y taukama
C u D, ouna je H(A, B;C, D). O6partno, axo Baxku H(A, B;C, D), npu yemy C u D nesxe na kpyry k,
oHna cy A m B KOHjyroBaHe y OTHOCY Ha KpyT k.

Joxas: Hera cy Cp, D mpeceune tauke OA ca kpyrom k. Kako umBepsuja uyBa ABOpasMepy, Bayku
R(Cy,D1; A, A*) = R(C1,D1; A*, A), na je

H(Cy, Dy; A, A*). (7)



Hexa je cama p npaBa koja canpsku taury A u ceue kpyr k y taukama C'u D. Heka je E = CC1NDDq,
F=CDiNDC;. Kako je C1D; npeunux kpyra k, Basku Ci1F1D1F uw DiF1C1F, na je F oprouenrap
tpoyraa C1D1E. Heka je B=EFNCD u A* = EFNCyD;. 36or

CiD1AA* £ CDAB £ D,y AAY

je H(C1,D1; A, A*) mw H(C, D; A, B). Onasne, 360r (7), 3akbydyjeMo IBe CTBAPH:

Ipso, us H(Cy, D1; A, A*) u H(Cy, D1; A, A*) cnema A* = A*, na je A* € EF, a xaxo je u EF 10Dy,
npasa EF = a je monapa tauke A. Ilpyro, 3a tauky B Koja, KakKO CMO YIPaBO BUIEJU, IPUNAIA
nonapu tauke A Bazku H(C,D; A, B). Oum je Teopema mokasana. [

BPUJAHIIIOHOBA TEOPEMA: Heka je mectoyrao A;AsA3A4AsAg onucan oko kpyra k. Ilpase AjAy,
AsAs u A3Ag ce ceky y jemHoj Taudku.

Zoxas: KopuctuheMo KOHBEHIIU]Y MO KOjOj TAYKYy W IPABY KOJjU CY Y OAHOCY IMOJ-IIOJapa O3HAUABAMO
UCTUM MaJIUM U BeJUKUM ciaoBoMm abeneme. Osmaummo ca M;, ¢ = 1,2,...,6, Tauky momaupa cTpaHe
A;A;+1 ca xpyrom k. Kako je m; = A;A;j+1, Basku u M; € a;, M; € a;y1, na je a; = M;—1 M;.

Hexra je b; = AjAj43, 7 =1,2,3. Tana je Bj = ajNajys = M;_1M;jNM;3M;4. Tpeba norazaTtu na
mocroju tauka P TakBa ma P € by, bs, by, nunu amanoruo, na mocroju mpasa p TakBa na Bj, Be, Bs € p.
Hpyrum peunma, tpeba morazaru na cy By, B, Bs konuneapue. MebhyTum, 1O ciaenu HenocpenHo u3
[TacrasmoBe Teopeme, ako je MpuUMeHMMO Ha TeTuBHU mmectoyrao My MsMsMyMgM,. Pesumupajyhn
yIIpaBO M3JO:KEHU NOKa3, MoskeMmo pehu ma ce Bpujanmonosa teopema nobuja uz [lackanose teopeme
3aMEHOM CBUX TaUvyaKa HBUXOBUM MOJIApPAMa W CBUX MPABUX HBUXOBUM MOJIOBUMA. [

BPOKAPOBA TEOPEMA: Jlar je tetuBHU uerBopoyrao ABCD, ynucan y kpyr k ca cpenumrem O.
Hera je E=ABNCD, F=ADNBC, G=ACNBD. Tana je O oprouentap tpoyriaa FFG.

Hoxasz: Iorazahemo na je mpasa EG monapa E

tauke F. Oszmaummo X = EGNBC u Y =
EGNAD. Tana je

ADYF £ BCXF & DAYF,

onarine nmobujamo H(A,D;Y,F) u H(B,C; X, F).
IIpema jemmoj on kapaxkTepuzalnuja mojape HaBe-
IEeHUX paHUje y TeKcTy, Tauke X u Y Jsexe Ha
mosiapu Tauke F, omakie ciaemu na je mpasa EG
mojapa Tauke F.

Kaxko je EG nonapa tauke F, Baxku EGLOF.
Awnanoruo je u FGLOE, ma je O opromnesTap
Tpoyraa FFG. O

5. 3amanm

1. Har je verBopoyrao ABC'D. Heka je P=ABNCD, Q= ADNBC, R=ACNPQ, S=BDNPQ.
Ilokazatu na je H(P,Q;R,S).

2. Hat je tpoyrao ABC u tauka M ua crpamuru BC. Heka je N tauka mpaBe BC TtakBa na je
ZMAN =90°. Hokasaru na je H(B,C;M,N) ako u camo ako je AM cumerpana yraa ZBAC.

3. Hare cy mBe Tauke A u B u ma npasoj AB tpeha tauka C. Koucrpyucatu camo JeHUPOM TAUKY
D npase AB rtaxsy na je H(A, B;C, D).

4. Heka cy A, B, C' nujaronaisue tauke yerBopoyria PQRS, ommocao A = PQNRS, B=QRNSP,
C =PRNQ@S. Ako je nato A, B, C, S, pexkoncTpyucatu camo jgemupoM tauke P, @, R.

5. Hera ymucanu kpyr y tpoyrao ABC momupyje crpanune BC, AC nu AB y raukama D, E u F.
Heka je tauka M tarxBa ma kpyr ki, ynucan y Tpoyrao BC'M, nomupyje crpanunyy BC' y Tauku
D, a crparune BM u CM y taukama P u (). okasaru na cy npase EF, PQ), BC KOHKypeHTHe.

6. lat je tpoyrao ABC u ma crpanunu BC tauke D, E tako na je BD = DE = EC. Ilpasa p
ceue ny:xu AB, AD, AE, AC y taukama K, L, M, N, penom. Hokazatu na je KN > 3LM.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ha crpanu AB uyerBopoyrina ABCD y3era je tauka M;. Hera je My mpojekuuja My Ha mpaBy
BC wu3 D, M3 npojekrnuja Ms va CD u3z A, M4 npojernuja M3 ua DA u3 B, Ms npojekuuja My
ua AB u3 C urn. Ilokazaru na je Mi3 = M.

. (meopema o aenmupy) Ha kpyry k ce mamnaze rauxke M u N. Axo je P cpenumre tetuse M N, a

AB u CD (A u C cy ca ucre crpade M N) nponsBosbHe OBe TeTuBe Kpyra k Koje caapike Tauky
P, rana ny:xxu AD u BC tetuBy M N ceky y TaukaMa Koje ce Hajla3e Ha jeTHAKUM PaCTOjamuMa
on P.

. Heka je ABC tpoyrao, u D, E Ttauke Ha crpanunama AB u AC penom tako na je DE mapasenno

ca BC. Heka je P taura yuyrap tpoyriaa ADE, u npase BP u CP ceky DFE y taukama F u G,
pemom. Kpyrosu onucanu oxko tpoyraosa PDG u PFE ceky ce y taukama P u (). Ilokasatu
na cy tauke A, P u () KonuHeapHe.

(MMO1997.upennor) Heka je AjAsAs HejeAHAKOKPAKM TPOYTao €a MEHTPOM YIUCAHOT KPyra y
I. Hexa je Cy, i =1, 2, 3, mamu kpyr kpo3 I Tanrenran Ha A;A;11 u A; Ao (cabupame unnexca
ce Bpmum o moxyay 3). Heka je B;, i =1, 2, 3, npyra tauka upeceka Ciy; u Ciyro. Ilokasaru
Ia Cy IMEeHTPU OMUCAHUX Kpyrosa TpoyriaosBa AyBil, AsBsl, A3Bsl xonuneapHu.

Ilar je Tpoyrao ABC u tauka T. Hera cy P u ) monuo:kja Hopmasia u3 T wa npase AB u AC,
pemoMm, u Heka cy R um S mommoskja HOpMmasia m3 A ma mpase T'C' u T'B, pemom. Ilorazatu na
Tauka npeceka npasux PR u QS nexu na npasoj BC.

Ilar je Tpoyrao ABC u tauka M. Ilpasa roja mposasu kpo3 M ceue nmpaBe AB, BC u CAy
raukama C1, A1 u By, pecunexkrusno. [Ipase AM, BM u CM cexy onmcanu Kpyr OKO TPOyTJa
ABC penom y taukama As, Bs u Cy. Ilorkasatu ma ce npase Ay As, B1By u C1Cy cery y jemsoj
TAYKN KOja Ce HaJIa3u Ha KPYry OomucanoM Oko tpoyriaa ABC.

Heka cy P u () UM30roHaJHO CIPErHYyTe Tauyke W HEKa Cy HUXOBU MeNajHu Tpoyriosu Py PoPs; u
Q1Q2Qs3. Hexka je X1 = PQ3 N PAQ2, Xo = PIQ3N P3Q1, X3 = P1Q2N Q. Tana rauke Xy,
X5, X3 nexe ma npasoj PQ. IlokasaTu.

Ilokazatu: ako cy tauke A u M KoHjyroBaHe y OmHOCY Ha KPYyT k, OHIA je KPYT HAI MIPEYHUKOM
AM oprorouasan Ha Kpyr k.

Ha xpyr k cy u3 tauke A (Koja Cce HAJNA3U y CHOJBAINEBOCTA NATOT KPyra) KOHCTPYHCAHE IBe
taureatre AM m AN u ceuuna koja ceue kpyr y taukama K u L. Heka je | mpousBossHa mpaBa
napasienna ca AM. Heka KM u LM ceky npaBy [ y taukama P u @, penom. Ilokaszatu na M N
nosoBu ay:x PQ.

Tauka M30rOHAJIHO COpErHyTa TEKUINTY Has3uBa ce JlemyanoBa Tauka. IIpaBe koje cmajajy
TeMeHa Tpoyria ca JleMyaHOBOM TauKOM Ha3MBajy ce cuMmenujane. Heka ce TaHreHTe Ha ONMCaHU
kpyr I tpoyrana ABC y taukama B u C ceky y tauku P. Ilokazartu na je npaBa AP cumenujaHa
tpoyria ABC.

ITar je Tpoyrao ABC. Hera ynucanu Kpyr Tor Tpoyria momupyje crpamurne BC, CA, AB y
taukama M, N, P, penom. lorazatu na ce AM, BN u CP cexy y jeqHOj Tadku.

Heka je ABCD raurentan uerBopoyrao u Heka crpanune AB, BC, CD, DA momupyjy Kpyr
ymucan y ABCD y taukama M, N, P, Q. Hoka3aru na ce npase AC, BD, MP u NQ cexy y
jemHOj TauKu.

Hera je ABCD rteruBan yerBopoyrao, koMe ce mujaronane AC u BD cery y O, mpomyskenu
crpanuna AB u CD y tauku F, tanrenTe Ha ommcaHu Kpyr y taukama A u D y K, a Tanrenre
y taukama B u C' y tauku L. [lokazaru na ce tauke F, K, O u L konuneapue.

Ilar je teruBuu yerBopoyrao ABCD. Ilpase AB u CD ce cery y Ttauku F, a mujaronase AC
u BD y tauku F. Onucanu kpyrosu oko tpoyriaosa AAFD u ABFC ce ceky NOHOBO y TauyKu
H. Hoxkaszaru na je ZEHF = 90°.



6. Pemema

1. Ozmauumo T'= AC' N BD. YounMo HU3 NEPCHEKTUBUTETA
PQRS % BDTS % QPRS.

Kako mepcnexkruBuretn uyBajy msopasmepy, Baxku R(P,Q; R,S) = R(Q, P; R, S), omnakue caemu
H(P,Q; R, S). O
2. Ozmaunmmo o = LBAC, = ZCBA, v=/ACB un p = /ZBAM. IlpumeHOoM CHUHYCHE TeOpeMe Ha
tpoyraose AABM u ANACM noGujamo
BM  BM AM  sing  sinvy
MC  AM CM  sinf sin(a —¢)

Cauyuno, npuMmeHoMm cunycHe Teopeme Ha TpoyriaoBe NABN u ANACN nobujamo

BN _ BN AN _ sin(90° — o) sin y
NC AN CN  sin(180° — 3) sin(90° + a — ¢)’

Kombunyjyhu nperxonne nse jennauwmue, nobujamo

BM BN _ tang
MC "~ NC  tan(a —¢)

Haxiue, |R(B,C; M, N)| =1 je exkBuBasieHTHO ca tang = tan(o — @), oxHOCHO ca ¢ = /2. Kako
je B#Cu M # N, |R(B,C; M,N)| =1 je exBuBasentno ca R(B,C;M,N) = —1, na je oBum
tBpheme 3amarka nokazano. [

3. Kao moruBamuja 3a KOHCTPYKIUjy mocay:kuhe Ham 3anarak 1. Omabepumo tauky K Ban mpase
AB u Tauky L ma npasoj AK, pazmuuury onq A u K. Herka je M = BLNCK u N = BKnN
AM. 3arum roucrpyumemo tauky D rkao D = ABN LN. W3 3anmatka 1 cinenu na je 3aucra
H(A,B;C, D). O

4. Osmaunmo D = ASNBC'. Ilpema 3anarky 1 cnenu na je H(R,S; A, D). Ca oBuM Ha yMy MOKEMO
MPUCTYTUTU KOHCTPYKImMju: KoucTtpyumwmmo tauky D = AS N BC. Cana mmamo tauke A, D u
S, ma mpeMa OPeTXOIHOM 3aJaTKy MOKEMO KOHCTpyucaru tauky R takBy na je H(A, D;S, R).
Cana xkoucrpyumemo P = BSNCR u Q = CS N BR, unMme je KOHCTpyKIUja 3aBpuieHa. [

5. ITosunato je (1 nako ce nokasyje Yesunom teopemom) na ce upase AD, BE u CF cexky y 13B
7Keprouosoj tauku tpoyriaa ABC, xojy o3zmauaBamo ca G. Osmauumo X = BC N EF. Kao y
samatry 1, Basku H(B,C; D, X). Axo osmaunmo X' = BCNPQ, amanorno sasku u H(B,C; D, X'),
na je X = X'. O

6. Oznaummo x = KL, y= LM, 2= MN. Tpeba nokaszatu na je r+y+2z > 3y, oOgHOCHO T+ z > 2y.
Kako je R(K,N;L,M) =R(B,C; D, E), Basxn

—_— —— —_— =
© z+y KL KM BD BE

——

1
y+z  z LN MN DC EC 2

1
o

|

omakie je dxz = (x +y)(y + 2).
Kana 6u 6uno y > (v + z)/2, 6uno 6u

x4y > ga:—i— %z:2i(x+x—|—x+z) > 2y/raraz,
M AHAJOTHO Y + 2z > 2222z, na u (x +y)(y + 2) > 42z, y CyIPOTHOCTH C& PDAHUJUM 3AKJLYUIKOM.
Iaxkine, npernocraska y > (r+ 2)/2 je Ouna morpemsa, ogHocHO Baxku y < (z + z)/2. Wcnurajmo
JOUI Kama Basky jeqHakocT: ako je y = (z+2)/2, onga je 4oz = (x+y)(z+2) = Bz +2)(z+32) /4,
ITO je ekBmBaJeHTHO ca (v — z)? = 0. Ilakie, jeqHAKOCT Bakm ako je ¥ =y = z. OcTaBmamo
ynuTaOLy Ja HOKAKE Ia je T = Yy = z UCIYHEHO aKo U caMmo ako je p || BC. O



7.

10.

Hera je E=ABNCD, F=ADNBC. YounM0O HA3 MEPCIEKTUBUTETA
ABEM, 2 FBCM, 5 DECMs % DAFM, % EABMs.

[Ipema ycinoBuma 3amaTka, OBaj HU3 MEPCIEKTUBUTETA TpPeba MPUMEHUTH jOIl IBAMyT 1a Ou ce
mouwio no tauke Miz. YouuMo Oa je HaBeNeHU HU3 MePCIEeKTUBUTETa NMPECIUKao Tauky A y F,
Ey B,a By A. U Ge3 ucnucusama CBUX MIEPCIEKTUBUTETA, jaCHO j€ 1a [ie TPOCTPYKa IPUMEHA
OBOI' HM3a IEPCIEKTUBUTETA OcTaBbaT GpurcHuM Tauke A, B u F, nok he tauky M; caukatu y
tauky Myz. Crora, mopa 6utu My = Mi3. O

. Heka je X’ raurka cumerpuuna tauku Y y omHocy Ha P. Youumo nxa je

R(M,N;X,P) = R(M,N;P,Y) (us MNXP 2 MNAC 2 MNPY)
R(N,M;P,X") (jep menTpasina cumerpuja ca meHTpoM y P, kKao u cBe

n30MeTpuje, 4yBa pa3Mepy, a CaMUM TUM U JBOPA3MeEpY)
1

= RN X, P) =R(M,N; X' P) (w3 ommTux cBOjcTaBa ABOpa3Mepe)

Caemn ma je X = X'. O

. Osnaunmo J = DQNBP, K = EQNCP. Yxkonuko nokaxkemo na je JK || DE, onarue hie cnenntu

na cy tpoyriosu BDJ u CEK mnepcunekTUBHUM y OOHOCY Ha IleHTap, na he mpema Jle3aprosoj
TeopeMu OUTM ¥ TEePCIeKTUBHU y ONHOCY Ha OCy, WIITO ympaBo 3Haum na cy tauke A, P, Q
kosuHeapHe (oxpabpyjeMo uuraoua ma IPOBEPU OBE TBPAHE).

[Mpucrynumo cana mokaszmBamy mapasennoctu npasux JK u DE. Osmaunmo T = DE N PQ.
I[Ipumenom Menenajese Teopeme Ha Tpoyrao DTQ u npaBy PF mobujamo

—_— — ——

DJQPTF 1

————————— e

JQ PT FD

Awnanoruo je u3 rpoyria ETQ u npase PG

—_— = —

EK QPTG 1
= = = — 1.

—
KQ PT GE

IlememeM IPETXOIHE IBE jeMHAKOCTH, y3 kopumheme penamuje DT - TG = FT - TE (mTo Baxku
jep je tauka T mHa pammkasHoj ocu Kpyrosa onucanux oko ADPG u AFPE), nobujamo

— —
DJ EK
e —
JQ KQ

Opnasze je JK || DE, na je u tBpheme 3amaTka y HOTIYHOCTH TOKA3aHO. [J

[Ipumerumo wmuBep3ujy ca mearpoMm y [. OcraBmhaMO 4uTAONy A& KOHCTPYWUIIE WHBEP3UBHY
cauky. Ilpumermmo caMo nma ce yciaoB ga je I meHTap ymMCAHOT Kpyra TPaHCHOPMUIIE y yCJIOB
na cy pyrosu Aj A7 I uctux nomynpeunura (3amro? YKOIMKO je pacTojame Tauke I on mpase
XY jemmako 7, a HONyTpevHUK WHBep3uje je R, omzma je mpeunwk kpyra [X*Y* jemmax R?/r).
Cana uckopuctumo caenehie jemaocraBao TBpheme, Koje unTagal Moxke caM mokaszaTtu: ~ AKo cy
ki, ko, ks Tpu Kpyra Koju campske MCTY TA4vKy I, TaKBU Ha Ce HUKOja OBa O IMUX HE HOIUDPY]Y,
OHIA CY BUXOBU INEHTPU KOJIMHEAPHU aKO U CAMO aKO MOCTOJU jOII jeNHA 3ajeMHuYKa Tauka J # [
mpeceka oBa TpU Kpyra.” Y MHBEP3UBHO] CJIUIM, OBO 3HAUU A je HAIl 3aaTak da TOKAKEMO Ia
ce mpase A]By, A5B;, A5B3 cery y jeIHO] Tauku.

Ila 6u 0BO BasKUIIO, NOBOJLHO je ma onroeapajyhe crpanune rpoyriosa AjA5 A5 u By B; B3 6yny
napaJiesiHe, jep Cy Taga OBU TPOYIVIOBU IIEPCIEKTUBHU y ONHOCY Ha OocCy (Ipu ueMy je Ta oca
BeckoHAYHO JaJieka IPaBa), a 3aTUM Cy npeMma Jle3aproBoj TeopeMu HEPCIEKTUBHUA U y OLHOCY
na nentap. Osmaummo ca P memrtap kpyra A7, A7, ,I, a ca @} momnokje nHopmasne u3 I Ha

K3

crpanuy P P ,. Jlako ce nokasyje na

AJA; =2Q1Q5 = —Pr Py

* Ak * % * % * A% * %
Taxobe, momro cy kpyrosu Aj A7, I uctux nmomynpeunuka, PPy || Bf By, nau A7A5 || By B;. O
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Ilokazahemo na mpeceuna tauka X npasux PR u QS nexu ma npasoj BC. Ilpumerumo na

ce taure P, Q, R, S mamaze Ha Kpyry Hamx npednukoM AT. YouumMoO 3aTO MECT KOMUKJIMYHUX

rauaka A, S, R, T, P, Q. IlpumenoMm Ilackanose TeopeMe Ha OBUX IMIECT TAYaKa IPEMa CXEMU
T P Q

A S R

nobujamo na cy tauke B, C' u X = PRN QS ronuneapue, mro je Tpebaso moraszaru. [J

IIpso pewewe, xopuwhemwem npojexmuenur npecaurxasawa: Hera je A3 = AM N BC u Bs = BM N
AC. Hera je X npyra npeceuna Tauka mpaBe Aj As ca onucanum kpyrom k tpoyria ABC. Heka
je X' npyra mpeceuna Tauka npase BiBs ca kpyrom k. YoumMO HU3 MEPCHEKTUBUTETA

ABCX %* A3BCA, X AB3CB; % ABCX'

koju mMa Tpu (urcHe Tauke A, B, C, ma je mpeMa TOME MIEHTUYKO MNPECIUKABAIE, T€ je U
X = X’'. Amanormo m npasa C1Cy canpsxu Ttauky X, ma je TBpheme 3amaTka y HOTIYHOCTH
nokazaHo. [

Lpyeo pewewe, kopuwhewem Ilackanoee meopeme: Hera npasa A; Ay ceue onmucanu Kpyr TPOyILia
ABC y raurama As m X. Hera je XBy N AC = Bj. Ilpumennmo IlackanoBy Teopemy Ha

romukaunune tauke A, B, C, Ay, By, X no cxemn
Bo A C

A B X
Cnemu na cy tauke Ay, Bj, M ronuneapue. arne, B} € A;M. Anu no nepununuju raure Bj
Basku Bf € AC, na je B = AiM N AC = B;. 3akmyuyjemo na cy tauke X, By, By xonuneapse.
Amnanorno ce mokasyje u ma cy tauke X, Cp, Co romuneapue, na ce npase AjAs, BiBo, C1C,
3amcTa cerky y Tauvku X KOja MpUOanga omucanoM kpyry tpoyria ABC. O

[Tosmato je TBpheme (morsmemaTm marepujasa Ha TeMy IENAJHUX TPOYTJIOBA) IO KOME II€NAJHIA
TPOYTJIOBU KOJU OJrOBapajy M30TOHAJHO CIPErHYTUM TaYKaMa UMajy 34]€THUYKM ONMCAHU KPYT,
T3B mesasHu Kpyr Tadaka P m Q. llemtap TOor Kpyra, KOju jé MCTOBPEMEHO U CPENUINTE IYiKK
PQ, oznaunmo ca R. Osmaummo jom tauke P = PP, N Q1R u Pj = PP, N Q2R (rauke P u P,
npunanajy memgajHOM KpyTy Tauke P, Kao Tadyke IMjaMEeTPaJHO CYNpOTHE TaukaMa Q1 m Q).

ITpumenom ITackasnose Teopeme Ha kKouukiaumgne tauke Q1, Pa, Py, Q2, P;, P| mpema cxeMn
Py Py Q2

Py PQ/ Q1
nobujamo ma cy tauke P, R, X; romuaeapue, omHocuo X; € PQ. Awmasmorumo um tauke Xo, X3
npunanajy npasoj PQ. O

[Toncerumo unraona Ha TBpheme npema KoMe Kpyr | ocTaje GUKCUPAH IPU WHBEP3UJU ¥ OTHOCY
Ha KPpyr k ako u camo ako je | =k wmm [ Lk.

[Momro Tauka M npunana momapu Tauke A y omuocy Ha Kpyr k, Baxku /MA*A = 90°, rue je
A* = y(A). 3ato A* €1, rme je | kpyr man npeunukom AM. Amamorno M* € l. Mebyrum, u3
A€l cnenn A* € 1*, uz A* €l cnemu A € I* (noncehiamo umraouna na je MHBEP3Uja MHBOIYIN)A,
OJIHOCHO Z1a je caMoj ce0u MHBEP3HO HpeciuKaBame, na je ¥ (A*) = A), 1 aHaAJIOTHO 3aKILydyjeMo
na M €l* u M* € I*. Cana npumehyjemo na kpyrosu [ u [* uMmajy dyeTupu 3ajeTHUYKE TAUKE
A, A*, M, M*. Kako Beh Tpu Taure jemnosuauuo omnpebyjy kpyr, 36or Tora je [ = [*, ma npema
nperxonuo moMmenytoMm TBphewy | = k mwim [ Lk. Cayuaj [ = k ce MOKe JIaKO €JIMMUHUCATH, jep
je kpyr [ kpyr Hanx npeunuroM AM , ma 6u AM 6uso npevnur u kpyra k. Mebhyrum, takse Tauke
A u M ue 6u 6usne mebhycobuo KoHjyrosame. 3060r Tora mpeocraje jeauno cayuaj [ Lk, mTo je
Tpebaiso mokazaru. [J
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Herka je J=KLNMN, R=INMN, Xoo =lNAM. Kako je M N nomnapa tauke A, uz J € MN
cnemn H(K, L; J,A). Kaxo je KLJA ¥ PQRX,,, Bamu u H(P,Q; R, X). Onasne ciemu na je
R cpemumre nyxu PQ. O

Osmaunmvo ca @ npecek npasux AP m BC u ca Q' tauky npase BC TakBy ma je MOJympaBa
AQ' mzoronanno cupermyrta noaynpasoj AQ y tpoyray ABC. Ilpema nepuHUNMjM M30TOHAJIHO
cupermytux noaynpasux, ZQ'AC = /BAQ u /BAQ = ZQAC.

3a mpousBobHy Tauky X Ha ny:xku BC, mpuMeHOM cuHyCHe Teopeme Ha Tpoyriaose BAX u X AC
nobujamo

BX BX AX _ sin /BAX sin ZACX _ sin ZACX sin /BAX B AB sin /BAX
XC  AX XC  sinZABX sin/XAC  sin ZABX sin /XAC ~ AC sin ZXAC~

ITpumenom oee popmyie Ha Tauke X = Q u X = Q' u MHOKemEM H06OUjaMo

BQ BQ' _ ABsinZBAQ ABsinZBAQ' AB?
OC Q'C ~ AC sin JQAC AC smZQ'AC _ AC?"

(%)

Iake, ykonauko mokaxemo ma je BQ/QC = AB?/AC?, onatne he cremutu na je BQ'/Q'C =1,
omuocHO nma je Q' cpemummre BC a moaynpasa A() M30TOHAJHO CHOPETHYTa TEKUIIHO] JWHUJU,
uume he TBpheme 3amarka OuTU HOKA3AHO.

Kako Ttaurka P npunama mosapama tavaka B u C, To tauke B u C npunamnajy nojapu tauke P,
ma 3akjbydyjeMo na je mosapa tauke P ympaso mpasa BC. Yoummo taury D koja ce mobuja
y mpeceky npase BC ca TanrenToMm Ha ommcanu Kpyr y tauku A. Kako tauka D mo meduru-
uju mpumnana nosapama tadaka A m P, To je momapa tauke D mpasa AP. Opatie ciaemu
H(B,C;D, Q). Ogpemumo cana ogaoc BD/DC': rako cy tpoyriosu ABD u CAD canunu, Baxku
BD/AD = AD/CD = AB/AC. Opmasne je BD/CD = (BD/AD)(AD/CD) = AB?/AC?. 36or
xapmonnmjcke cupernyroctu H(B,C;D,Q) Bazwu u BQ/QC = BD/DC = AB?/AC?, unme je
noka3aHo tBpbheme 3amaTka. [

Tepbemwe 3anmarka caenu n3 BpujanmonoBe teopeme npuMmemene Ha mecroyrao APBMCN. [

[Mpumenom Bpujanmonose Teopeme Ha mectoyrao AM BCPD mobujamo na nmpasa M P canpsku
npeceuny taury npasux AB u C'D. Anasoruo, npuMeHoM BpujaHIIoHOBe TeOpeMe Ha MEeCTOyrao
ABNCDQ mobujamo ma u nmpasa N canpsxu ucty tauky. [J

Bpokaposa Teopema TBpau ga je monapa tauke F'= AD N BC mpasa f = FO. Kako je monapa
Tauke Ha KPYyry TAHTEHTa Ha KPYT y TOj Tauku, 3HaMo na je K = aNd, rme ¢y a u d monape
tauaka A u D. Camum tum je u k = AD. Kako je FF € AD =k, Basku u K € f. Ananoruo ce
nokasyje u na L € f, ma rauke E, O, K, L cBe nexke ua npasoj f. O

Oszunaunmo G = AD N BC. Osmauumo kpyr onucan oko uerBopoyriaa ABCD ca k, a kpyrose
onucane oko tpoyraosa ADF u BCF ca k1 u ke, pecnekruBno. I[IpuMernmo na je paaukaina
oca kpyroBa k u ki mpasa AD, kpyrosa k u kg mpasa BC, kpyrosa k; u ke mpasa FH. Ilpema
[IO3HATO] TEOPEMM, OBE TPU DAIUKAJIHE OCe Ce CEKy y jeIHOj Tadky, Koja je ympaBo Tauka G.
Hpyrum peunma, nokazasu cMo na cy tauke F, G, H ronuneapse.

Bes ymamema ONMTOCTH, TPETIOCTABUMO na je pacnopen tadaka B(G,F, H) (anTtepHaTusHO,
MOI'Yy C€ y OaJbeM HOKa3y KOPUCTUTU OpujeHTrcanu yriaosu). Kopucrehim TervBHE ueTBOpOY-
ranose ADFH v BCFH, mobujamo /DHF = /DAF = /DAC v /FHC = /FBC = /DBC, na
je /ZDHC = /DHF + /FHC = /DAC+ /DBC =2/DAC = /ZDOC. 3aro cy tauke D, C, H u

O romurauune. Camuno ce mokasyje um na cy tauxe A, B, H, O rouukanyse.

Osnmauumo ca k3 u k4 kpyrose omucame oko uderBopoyrioBa ABHO u DCHQO, pecnexkTusHO.
[Ipumerumo na je pamuranana oca kpyrosa k u k3 npasa AB, kpyrosa k u ke npasa C'D, kpyrosa
ks u k4 mpaBa OH. Panukanne oce oBa Tpu Kpyra Ce CEKy y jeJHOj TAUKM, KOja je yIpaBO TAUKa
E. OBum cMmo mokazanu na cy tauke O, H, E ronuneapwe.

I[Mpema Bpokaposoj teopemu je FH1OFE, mro 36or FH = GH u OF = HE nosnauu na je
GH1HE, mro je tpebano nokaszaru. [J



