IlenoBa jemmauuna
Bepsuja 2.1: 12.2.2015.

Lywarn Byxuh

0° ¥YBon

UecTto cMO ce cpeTanu ca JUHEAPHUM IUO(GAHTCKUM je THAUYNHAMA, M OBAKBE je THAYMHE 3HAMO
na pemasaMo nomMohy jemnocTtaBHOT anropurMma. lnopaHTCke jeqHAUYMHE Ce 0jaBIbyjy ¥ MHOTO
pasanunTux obnmka, Mehy KojuMa ce MOr'Yy M3ABOjUTU MOJMHOMCKE KAa0 HajusydaBaHuje. 10 cy
jemnauune obnuka P(zy1,z9,...,x;) =0, rae je P HEeKOHCTAHTAH IIOJIMHOM, a Z; HEIO3HATE - Ha-
juemhe mesiu miu panuoHaiaHyn 6pojeBu. Takxo cy auHeapHe TUO(DAHTCKE jeTHAUNHE HATe IIOJI-
HOMUMA, TIPBOT CTENEHa. JOII je eHrJIeCKu MareMaTudap Xuiabept mouerkoMm 20. Beka MOCTABUO
YyBEHO IUTAH€ MOCTOjarma AJrOPUTMa KOJUM CE MOKE PEIINTU Ma KOja IOJIWHOMCKA IUO(aHT
cka jemnaumnaa. Oaroeop je mao pycku maremarndap Martujacesuu 1976, u Taj oarosop je Her-
aruBaH. Vnaxk, 3a onpebene riace muoaHTCKUX jeqHAYMHA aJropuraM mocroju. 1o je ciayuaj
ca keadpamuum IUOGAHTCKUM jeTHAUYMHAMA, 3a0aTUM HOJIMHOMOM P npyror cremena.

KBanparue muoganTcke jemHaumae cMo Ttakobe Bubanu. BepoBaTHO Hajmo3HATHUjU NPHUMED
je Iuraropuna jemmaumna 2 + 32 = 22 ca Tpu HemosHaTe, UMja Cy CBa pelema aaTa y OBIUKY
(,y,2) = (t(z? —y?), 2tzy, t(z? +y?)), rne cy v,y € Z u t € Q.

Ucnocrasmpma ce ma ce KOO KBAAPATHUX jeOHAUMHA CA CAMO ABE MPOMEHJPVBE CUTYaUUja yC-
JIOKIHABA.

Ipumep. Tlocmarpajmo jemuauuny
P Hry—yPrr—y—1=0

ca meJuM HemosHaTuM z,y. Hlomymasame 1o kBanpata maje (x+ %y)2 — %yz +z—y—1=0.
CmenoM z = 2x +y mobujamo 22 — 5y + 2z — 6y — 4 = 0. Omer HomymaBaMoO IO KBAAPaTa:
(z+1)2—5(y+%)2—%6 =0, mro y3 cmeny u=z+1=2x+y+ 1 u v = 5y + 3 mocraje

v? — b5u? = —16.

Pemema ose jemnaumme cy (v,u) = (£2,42), (8, +4), (+22,+10), ura. Ha 6u y = ”g3
uzxr = % ounu meau GpojeBu, morpebHO je ma Oyne v = 3 (mod 5), ma Tako camo
v=—2,8,—22, ury. gonase y o63up. Tako mobujamo (Heka) pemiema IOJA3HE jenHAUMHE:

(x,y) = (:t]-a*]-)’ (7371)3 (131)3 (73’75)7 (77 75)7 uTH.

Y mperxomHOM IpPHMepPY CMO ce cyoumnu ca jemmaumuoM v2 — 5u? = —16. VMcnocrasuhe ce
[a OBa jeqHaYMHA MMa OECKOHAUHO MHOIO pemema y Z, Ol KOjUX CMO HABEIW CaMO HEKOJUKO.
Kacuuja pemema 6p3o pacry.

Jedurnuyuja. Ilenosa jednanuna je modanrcra jemaaunna obmka 2 —dy? = 1, z,y € Z, 3a maTo
d € N Koje HUje MOTIYH KBaIpAaT.

Jemnaunny obmuka z2 — dy? = a, TIe je a meo 6poj, 30BeMo jednanunom Ileaosoz muna.

CIryHUM DOCTYIIKOM Ka0 y IPUMEpPY, CBAKA KBAAPATHA AUO(YAHTCKA je IHAYMHA Ca [BE HEMO3-
HaTe ce MOsKe cBecTu Ha jemnauumny llemoBor tuma. 3amcra, moiaszehu ox ommre KBamgpaTHE
IUO(paHTCKe jeTHAYNHE ax? + bxy + cy2 +dr+ey+ f =0, nonymaBameM 10 KBaIpaTa U CMEHAMA,
X =2azx +by+d, Y = (4ac — b?)y + 2ae je cBOIMMO HA KeJbeHU OOJIUK

Y? - PX?=Q,
rae je P=0%—4dac u Q = 4a®e®> + P(4af — bd — d?).

Iobujene m3paze meheMo HU MOKyIIaBaTU A3 3aMaMTUMO, aju Tpeba ma 3amaMTUMO TOCTY-
mak. Jla mcTakHEMO OBO MITO CMO YIPaBO IOKA3AJIU:



Teopema 0. IlpousBospHA KBagpaTHA OIUO(PAHTCKA jeNHAUYNHA Ca OBE HEIO3HATE Ce MOKE CBECTH
Ha jemnauwnny llemoBor tuma. O

Kako mahu cBa pemema oBakse jemnaumue? Ilomcetumo ce ma je ommre pelreme JUHEAPHE
IMo(paHTCKe jeqHAUMHE JMHEAPDHO Yy ONHOCY Ha mapaMerpe. To Huje ciaydaj ca KBaIPaTHUM
muopaHTCKUM jemHavnaama. Vmak, kacHuje hemo BumeTu na ce ¥ OBAKBUM jeAHAUMHAMA MOKE
Hally ommTe pememe U3PAKEHO PEJATUBHO j€IHOCTABHOM (DOPMYJIOM.

1° BpojeBu o6muka © + yv'd

3amro je y mepuuunuju [lenose jenumauune BaskaH ycJoB na d HUje TOTIyH kKBamgpar?! Ako
jecte, pemmmo d = ¢2, onza ce jemmaumna 22 —dy? = a Moxe dpaxTopucaTu Kao (z—cy)(r+cy) = a,
a OBaKBe jeIHAUYMHE YMEMO Na TPUBUjATHO PEemaBaMo. 3aTO y HACTABKY TEKCTA IOAPa3yMeBaMO
na d HUje KBaapat.

Jemmauuny 22 — dy? = a jom yBeK MOKEMO Ha PA3IOAKUMO Ha UHHHUOIE:

(z +yVd)(z — yVd) = a.

Ila OucMO UCKOPUCTUIN OBAKBO pa3iiarame, MOPaMo Ja PaAUMO ca CKyIIOM CBUX OpojeBa 00IMKa
z+yVd, roe cy x,y € Z. OBaj CKyll 03HAYABAMO Ca, Z[\/ﬁ] Baskmo je ma mpumerumo na 36up,
pa3iuKa U MPOU3BOJ ABA €JEMEHTa CKYIa OCTAjy y CKYILY:

(x+yVd) £ (utovd) = (zdu)+(y+o)Vd,
(@ +yVd)(u+ovd) = (zu+dyo)+ (zv +yu)Vd.

Taxobe je Beoma OGurHO nOa cy 3a naTo z € Z[\/a] menu GpojeBu x,%y 3a Koje je z = x + yVd
jemmosmauno onpebenu - 3aucra, u3 x4+ yvd = z1 +y1Vd =z u y # y, 6u cremuno Vd = %,
mro je memoryhe jep je vd mpanuonaiso.

Legunuyuja. Konjyeam 6poja z = x + yVd ce neprHUAIIE KA0 Z = & — yVd, a nopma 6poja z Kao
N(z) =2z = 2? — dy* € Z.

T.1 Hopma u xoujyrar cy myarumaukatuBau: N (z122) = N(21)N(22) u Z122 = 71 - Z3.

Zoxas. Axro je z1 = z1 + ylx/a u 29 = To + ygx/g, IUPEKTHO U3 nepuHUIMje ciaemu zizz = (T —

y1Vd)(r2 — yoV/d) = (2122 + dy1y2) — (T1y2 + 22y1)Vd = (129 + dy1y2) + (T1y2 + T2y1)Vd =
Z1z2, m omatie N(z1z2) = 21207123 = 21212222 = N(21)N(22). O

IMpumep. Y mpcreny Z[\/2], enement z = 5+ 4v/2 uma romjyrar Z = 5 — 4v/2 u mopmy N(z) =
52 -2.4%2 = —7.

Wctu 6poj MoskeMo ma mocMaTpaMo U KaO €JIEMEHT MPCTEeHA Z[\/g], jep je z=5+2V8. U
cama je Z=5-2/8=5-4y/2u N(z) =52 -8.22 = 7.

Hexka je 2’ = 4 — /2. Tana je N(z) = 42 — 2(—1)? = 14. Kaxo je 2z’ = 12 + 112, Baxu
N(zz') =122 -2-112 = =98 = N(2)N(2).

3adamax. Iokazaru ma He mOCTOje IPUPOAHU OPOjeBU M W N TAKBU Ja je

(54 3V2)™ = (7T +4V2)".

Pewene. Konjyrosame mare jemmaunue maje (5 — 3v/2)™ = (7 — 4y/2)". Mebyrtum, nesa crpana
je Mama oxn 1, nox je mecma je eha ox 1, jep je |5 —3v/2| <1< 7— 42, na je nobujena
jemraroct memoryha. A

ITojam mopme nam omoryhyje ma jemmaunny 22 —dy? = a 3a0IMMEMO ¥ €KBUBAJEHTHOM OOIUKY

N(z) =a, rmejez=xz—yVdeZVd.



Cremujanso, IlenoBa jemsaumna je exBuBaseHTHA jemmauman N(z) = 1, z € Z[Vd]. Hanmame
hemo ywecTo KOpUCTUTH OBE O3HAKE.

Kako cy z m —z ucroBpemeno pemena jegaavunae IlemoBor Ttuna, yoymyhe mompasymeBamo
0e3 cMamema onmrocTu na je z > 0.

2° Pemema IlesoBe jemmaunne 2 — dy? =1

ITenoBa jemmaumna wMma TpusmjaaHo pemewme (r,y) = (1,0), Koje oarosapa pememy z = 1
jemmaumne N(z) = 1. Ako 3HAMO U HAJMAHE HEMPUBUJAAHO DEMIEHE, OHIA 3HAMO CBa DEIleHa.
To nmokasyje cnenehe tBpbheme:

T.2. Arxo je ¢ majuamu erement ckyma Z[vd] Takas ma je ¢ > 1 u N(¢) = 1, onma cy cBu
enementr z € Z[V/d] 3a xoje je N(z) =1 natu ca z = +(", n € Z.
[oxas. Ilpernocrasumo na je N(z) =1 3a meko z > 0. IlocToju Tauno jenan ueo 6poj k 3a Koju
—k
je ¢F <z < ¢Fl. Tana 3a 6poj 2/ = 2¢"F = 2¢ Bamm 1 <2/ <(u N(2')=N(z)N()* =

N(z) = 1. U3 murmvagsoctu ¢ caemu na je 2/ =1, j. z = (k. O

Hocaeduya. Axo je (€,m) najmame pememe Ilenose jennaunne 3a 1aTo d, OHIA Cy CBA IPUPOIHA
pemema (z,y) = (Zn,y,) Te jemEaunmae nara ca &, + y,vVd = (£ +nvVd)", n € N.

z+z zZ—Zz

IIpumernmo na cy = u y onpebenu u3 z = x + yx/& dopmynama x = ZFE ny = ' Tako cy

cBa pemema Ilenose jemmauuue nara ca (x,y) = (Tn,Yn), THE je
=N

¢

Tn 9 Yn = W
Ipumep. Habumo cBa pemema jemmaumue 2 — 3y? = 1 y CKyIy IpUpPOIHUX Opojesa.
Hajmame HeTpuBHjaiHO pememe oBe jenHaunse je (€,71) = (3,2). IIpema Tome, 3a cBako
pememe (z,y) mocroju mpuposax 6poj n Takas ma je x + yvd = (3 + 2v/2)", onake je
(3+2V2)" + (3 —2V2)" (3+2v2)" —(3-2v2)"
B Y 902 .

Taxo mnp. 3a n = 1,2,3,4 nobujamo pemema (3,2), (17,12), (99,70) u (577,408), u To cy
YeTUPU HajMama Pellelnha pa3MaTpaHe jeTHAYUHE.

Pememn.a IlesnoBe jemnaunne ce MOTYy HANMCATH W KAO UIAHOBU JIMHEADHO PEKYyPEHTHOT HU3A.
Axo je (&,1) MurmMasHO pememe jemmaunue 12 —dy? = 1, onga u3 jemmaxoctu (2 —26C+1 =0 3a
¢ = E+nV/d nobujamo ("1 = 26¢" — ("1, mWTO HO MEPUHUIAIU T, Yy AAjE PEKYPEHTHE Pesarmje

Tn+1 = 2€xn —Tn-1, Yn+1 = 28Yn — Yn—1-

Cana hemo morazaru na IlenoBa jemnmauvHa yBek MMa HETPUBHUjaJIHO pelneme. Tpeba mHam
jenHo OCHOBHO TBpDheme O almpOoKCHMAIMjaMa UPalMOHAJHUX OPOjeBa PAIMOHAIHLIM.

T (Aupuzaecosa meopema). Hera je o mpanmonasan u n npuponan 6poj. Tana nmocroje p € Z u

q€{1,2,...,n} rakBu ga je ’a— g‘ < m.
. . . 1
Noxas. Hejemuaxoct u3 tBphema je ekBUBaJIeHTHA HEjeTHAKOCTH |gar — p| < =
Heka, kao u o6uuno, {2} o3navyaBa pa3iaoMibeHU A€o peasHor 6poja . Meby n+2 6pojesa
0,{a},{2a},...,{na},1 y unrepsaay [0,1], Gap mBa ce pasmukyjy 3a Mame O n%rl Axo

cy To 6pojesu {ka} u {la}, noBomuo je mocrasuru ¢ = |k — |, a ako cy 1o {ka} u 0 unnm
1, moBossHO je mocTaButu ¢ = k; y 0ba ciayuyaja, p je neo 6poj Hajoawxku 6pojy ka. O

JI.1. Axo je a mpousBosman peasan Gpoj, OHIA TOCTOJU DECKOHAUYHO MHOTO MapOBa MPUPOIHUX

6pojesa (p,q) TakBUX ma je ’oz — fll < q%.



Loxas. Onmax cinenn n3 Hupuxiaeose Teopeme. O
T.3. IlenoBa jenmauymua mma 6ap jeAHO pelmeme y CKyIy IPUPOTHUX OpojeBa.

Jlokas. Tepbeme JI.1 mpumemeno ma o = V/d rosopu aga MOCTOju OECKOHAUYHO MHOTO HapOBa
; ‘e te L _p p®—dq?|
npupoauux 6pojesa (p,q) 3a Koje je = > Vd p 2oiaV D

Ip? — dq?| < L+ Vd. Kaxo je s Vd < 2v/d+ 1, cremn ma |p? — dg?| < 2v/d + 1 Baxn 3a
OeCKOHAYHO MHOTO MapoBa MPUPOIHUX OpojeBa p,q.

IITO je eKBUBAJEHTHO Ca

IIpema ToMme, moctoju meo 6poj n, |n| < 2vd + 1, rakaB ma jemmaumsa u? — dv? = n
rMa OEeCKOHAYHO MHOTO pemema (u,v) y ckyny N. Meby osum pememuma mocroje nsa
pasnuunra, penuMmo (ui,v1) u (ug,vs), KOJU 3a00BOMABAjYy U] = Us U U1 = vy (mod n).
OsmpaunmMo w, = u; + v1vVd 1 wy = ug + vg\/g, U HEKa je wy; > ws. IlocmarpajMo O6poj
z = wy/wy > 1. Nmamo

w1 W2 Uiy — d’l)l'l)g U1V1 — U1V2
z= = + V.
n n n

UL U2 —d'Ul V2

Y ropmoj jeaHakoCTU KOe)UIUjeHTH T = u y =« cy neau 6pojeBy, mMTO

clleu U3 KOHICPYEHIUja Ui ug — dvivy = u% fdv% =0 u ugvy —ugvy = ugvr —uiv; = 0 (mod n).
Barmyuyjemo ma je z erxement ckyma Z[Vd]. Ipu Tom je N(z) = N(wi)/N(ws) = 1, ma z
onpebyje jenno pememe (z,y) Ienose jemmaumne. O

3° Hamasxkeme pemema IlesoBe jemmauume

Hoxazamu cmo na Ilenosa jemsauusa 22 — dy? = 1 yBek uMa HeTpuBUjaJaHO permeme. Meby-
TUM, TeopeMa 3 He Mnaje IPUXBAT/LUBY FOPHY IPAHUIY 33 HAjMAMmEe TAKBO PEIICHE.

Ipumep. Hajuame pememe Ilenose jemmaumme 22 — 61y = 1 je (£,1) = (1766319049, 226153980).

Mopamo 1 na u oBakBa pemerma Tpaxkumo ‘memaurn’ ! Hwuje HeouekmBaHO ma dpopmyia y
3aTBOpEHOM OOJUKY He moctoju. Mmak, mocroje ajropuTMy KOjuUMa ce OBa pemema MOory Hahu
pesnatuBHO 6p30. Ilorkazahemo mBa TaxBa amropur™ma.

(I) Memoo Yaxpasana

OBaj MeTox je U3yM CpeIH0BEeKOBHUX MHM]CKAX MaTeMaTUdapa U 3aCHUBA, CE HA UICHTUTETY
(27 — dy?) (23 — dy3) = (w122 + dy1y2)” — d(z1y2 + 2291)”. (*)

3a 2z = x1+1y1Vd u 20 = 2 +y2V/d neBa crpana y (*) mpencrasma N(z1)N(22), a necua N(z122),
Tako #a je (x) ekBusasientHo Bell mosuaroj jemmaroctu N(z1)N(z2) = N(z122).

[MouruMO 01 MPOM3BOLHOT apa (21,y;1) ca '3a(r1,y1) = 1 u ozraumvo 22 —dy? = k;. ['nasna
uneja je ma ce Ha MeCTO mapa (Zs,y2) craBu jemmoctaBHO (m,1) ca moromHo m3aGpanum m.
Hauwme, (x) maje (mx1 + dyi)? — d(z1 + my1)? = (m? — d)k;. Omabepumo m Tako na

ki|x1+my; u |m?—d| je majuame moryhe.

Tana w3 (—my1)? — dy? = 22 — dy? = k; (mod ky) cremm ki | m? — d, m omarne may + dy; =
m(x1 +my1) =0 (mod ky), nakae ki | mzy + dy;. IIpema Tome, cBu cabupuu y jenHakocTu

<mx1 —|—dy1>2 iy (ml —|—my1)2 B m2 —d
Lzt L3 ki
mxi+dy;

cy nenu 6pojesu. OBaro cMo u3 Tpojre (x1,y1, k1) 000mMIU HOBY TPOJKY (T2, ys,ks) = (T’

T1+my1 mz—d)
k1] 7 k1
IlesmoBe jemmaumnue. Jlarpamx je Toka3ao a ce 0Baj IHOCTYIAK YBEK 3aBPIIABA.

HacraBimaMo 0Baj mocTymak cBe HOK He mobujemo map (Zn,Yn,l), Tj. pememe



Ipumep. Habumo pememe jemmaumne 2 — 67y? = 1 y npupomauM 6pojeBuMa.
FKopax 1. Onpabepumo (z1,y1) = (8,1) m k =82 =67-12 = —3.
Kopax 2. Bupamo m Tako na k = —3 nemu z1 +my; = 8+m u |m? —67| je majmame moryhe:

10 je m =T7. IloGujamo (w2,ys, k) = (TEEETL L8LTL 72__367) = (41,5, 6).

Kopax 3. Bupamo m Taxo ma 6 | 41 +5m u |m? — 67| je majmame moryhe: To je m =5, ma

. . . . . . 2—
,HO6I/IJE%MO TPOJRY (1’3,2/3,]63) = (5 41}';—675, ! 415_5 57 > 667) = (903 ]-13 77)
Kopax 4. 1360p m =9 naje (x4,ys, k) = (22060 1904911 92:767) =(221,27,-2).
[{opcm 5. m = 97 (1'5,y5, k5) = (9'221;67'277 1'221;9.27a 92__267) = (18997 2327 77)3 uTna.

Kopax 8. (zs,ys, ks) = (48842,5967,1), u To je majMame pememe: 488422 — 67 - 59672 = 1.

Hanomena. Aaropuram ce morao yopsaru. Haume, KOHAUHO pelreme ce MOTJIO JOOUTU OUPEKT-
HO mocJe Kopaka 4 - BuneTu Teopemy 6.

(II) Bepuachu pazaomuyu
z
y
HOM CMUCJY HPEICTABI/bA ONTUMAJHY AIPOKCAMALM]Y UPAIMOHAIHOD 6poja vd panmoHaHIM.
Anporcumanuje upanroHaJHOr 0poja (@ PAIMOHAJHUM Cy Y TECHOj BE3U Ca Pa3BOjeM (. y T3B.
BEPUNCHU PAZAOMAK.

Csaky peanad 6pOj a ce MOXKe PA3BUTU Yy BEPW/KHUM Pal3jiOMak OOJIUKa

Axo je (7,y) pememe Ilenose jemnauune 2 — dy? = 1, paznomak £ je Giausax Vd un y usBec-

1
[ag, a1, a9, as,...]:= ao+7a n T
1 L1
a2+
rae je ag € Z u ay,as, - € N. OBaj pas3soj je koHauaH (M yCIOBHO jeAMHCTBEH) 3a PAIMOHAJHO
«,, OMHOCHO OeckoHauvaH (U jJeQUHCTBEH) 3a UPAMUOHAIHO «. BepwkHu pasmomuu [agl, [ao,ai],
[ap,a1,as2],... cy pammonanau GpojeBu Koju Te:ke 6POjy «.

cnocrasma ce ga je pas3Boj Vd y BepIDKHN DA3IOMAK HEPUOAAYAH MOYEB O (1, U Ia Ce
IepuoJ 3aBPIIaBa Ca a, = 2ag:

\/g = [ao,al,ag, .. .,an,1,2a0].

Konauan BepwkHI pa3ioMak [ag, a1, . . . , Gp—1] OATOBAPA HEKOM DAIMOHAIHOM OPOjy ﬁ, (z,y) =1.
Tana nap (z,y) 3amoBomasa 2 — dy? = (—1)".

Ipumep. Habumo mummManso pememe Ilenose jemmaumue 2 — 61y% = 1.

Y3 maso pauyna Hagasumo 61 = [7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14]. Ilepuon BepmxHOr pa-
3i0MEa je 11, ma Ham % =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1] = 239870158 onpebyje MUHUMAIHO pelIeme
(z,y) = (29718, 3805) jemmaumme x2 — 61y? = (—1)* = —1. Hajsan, majuame pememe (£,7)
omrosapajyhe Ilemose jenaaumne 106MjaMo aKO IePUOI HAIMIIEMO ABANYT, HaKie = = [7,1,

4,3,1,2,2,1,3,4,1,14,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1]: 1o je (£,n) = (1766319049, 226153980).

4° Jempaumna 2 — dy? = a, 3a a € {—1,+2, +4}

[TpoussomHa jennaumna Ilemosor tuma r2 — dy? = a me Mopa ma uMa pemema (Ha mpuMep,
jemmaunna 22 —3y? = 2 - 3amTo?). Wnak, onna Kajla MMa pemema, CBa PeIena e MOTY OMMCATH
Kao mTo NeMo yCKOPO BUIETH.

Jemnaunma IlenoBor Tumna kxoja je y HajIupeKTHHjoj Be3u ca IlemoBoM je jenmaumua 22 —dy? =
N(x—y\/a) = —1. Hu 3a my He Bask; ma uMa pemiema 3a cBako d. Hamme, na 6u nmasa pememna,
6poj d mMopa ma memu x2 + 1 3a HEKO T - a 3HAMO Ja TaKBO & MOCTOjU aKO M CAMO aKO Cy CBHU
HenapHU npoctu geauomy d obnuka 4k+1 n 4t d. Kacuuje hiemo Buneru na Hu TO HUje HOBOJbAH
YCJIOB 3& MOCTOjarhe pPellena.



T.4. Jemmaumma x2 — dy? = —1 uMa pememe y CKyIy LeIMX 0pOjeBa aKO U CaMO AKO IIOCTOjU
21 € Z[Vd] TakBo ma je 23 = (, rme je z = ¢ Hajmame pememe Ileqose jemmaunne N(z) =1,
z>1.

Joxas. Pememe (z,y) jemnaunme x> — dy> = —1 onrosapa emementy z = x + yvd ca N(z) = —1.
[pernocraBumo ma oBakBo z € Z[vd] mocroju. Tama je N(z22) = N(z)? = 1, ma je mo
T.1 z = (™ 3a meko n € N. Bpoj n Mopa Gurtu Henapas, jep y cyupoTHoMm Bazku N(z) =
N(¢)™? =1. Axo marmmmewmo n = 2k + 1, 3a ( = z- (% Bamm 27 = (.

C mpyre cTpaHe, ako MOCTOju 2] ca z2 = (, mmamo N(z;) = £1, ma 360r MuEUMATHOCTH (
Baskn N(z1) =—1. O

T.5. Axo je p mpoct 6poj obmura 4k+1 (k € N), onna jemaaunna 22 —py? = —1 uma nerobpojaux
peremna.

Jloxasz. Tlobumo on jemmaxoctu (£ — 1)(€ + 1) = pn?, rae je (£,n) MuanMasHO pememe llemose
jemmaumme 2 — py? = 1. Awo je £ mapmo, oma n° +1 = pn? +1 = 0 (mod 4) mTo je
wemoryhe. 3maun, € je menapuo, na Basku (£ —1,§+1) = 2. Cuenu na je jeman ox 6Gpojesa
€ —1,6+1 obuura 2s%, nok je apyru jenmmak 2pt’ 3a Heke mese Gpojese s, t.

[Ipernocrasumo ma je E+1 = 25?2 u £—1 = 2pt?. Tana je s2—pt? = 1, na je s,t HeTpuBMjaTHO
pememe Ilenose jemmaumme x2 — py? = 1 mame ox (£,1) mTo je KomTpamuknuja. Ilakme,
jemuna moryhmoct je € — 1 = 25?2 u £ + 1 = 2pt?, mro mam maje s® — pt? = —1. O

Tako u3 cBakor pemema z jemuaunse N(z) = —1 kBanpupameMm nobujamo pememe [lesose
jemmaumme: N(z%) = 1. Ha npsu morsen, cojcTBo 6poja —1 ma je (—1)? = 1 je xpymujasso.
Nnak, pememe Ilenose jemnauynne MokeMo nobutn u u3 pemewna jennaunsa N(z) = £2u N(z) =
44, Tako ma cy u oBe jemHaumHe jemHakro Oiucke [lenosoj.

T.6. Heka je d € N, rue d uuje kBagpar, u z =z + y\/g (z,y € Z). Tana Basku:

(1) Axro je N(z) = £2, Tama je 322 € Z[Vd] u N(32?) = 1.

(2) Ako je N(z) =24 u 4 |d, rana je 12% € Z[Vd] u N(32%) = 1.

3) Axko je N(z) =44 u 41d, tana je £2° € Z[Vd] u N(:23) = +1.
8 8

Zoxas. (1) Vimamo 122 = 9624%7@2 +ayVd, rae je % =22+ 1 neo 6poj, na cremu 322 € Z[Vd).
IIpu tom je N(32%) = ;N(2?) = {N(2)? = 1.
2) Y oBoM ciayuajy je x mapmo, ma +z2 = 2idy” + ZV/d uma mene roepumujeHTE U
yJajy 1 4 2

N(52%) = N(z)?=1.
(3) Cayuaj d =2 (mod 4) je rpusujanan, jep tana 2 | z,y. Heka je cana d menapso.

2 2 2 2 2 2
Nmamo £2° = o(z ;My) 4 yBz ;'dy )Vd = ”(”’Qig) + y(dy2¥3) Vd, rme cy rxoedunumjentu

ounrIeaHoO neam GpPOjeBy, Ia Clemm §2° € Z|Vd) n N(32%) =4 N(z)*=+1. O

Ipumep. Y npumepy 3a Meron Uakpapajia pemaBaju cMo jemHaunmay o2 — 67y? = 1 u mocie
kopaka 4 nobumu N(z) = —2 3a z = 221 4+ 27V/67. Ilo T.6 umamo N(122) =1, npu uemy
je 122 = 48842+ 5967V/67, naxie (z,y) = (48842,5967) je jemno pememe Ilesose jennaunme
% —67y? = 1.

5° Jemmaunna IlemoBor Tuma x2 — dy? = a

IMocmaTtpajmo cama ommty jemnaunny Ilesosor Tuma N(z) = 2% — dy? = a. Axo je z = 2y €
Z[\Vd] jemso meno pememe, a ¢ = & +nvV/d, ka0 u 1o cax, HajMame permeme IleqoBe jemHaunHe
N(z) = 1, tama je N(2¢") = N(2)N(()" = a. Ipyrum peunma, z = 2o¢" (n € Z) raxobe
3amoBosbaBa jemHauuny N(z) = a.

To smaum ma, ma 6mucmo pemmau jenmauuny llemosor Twma N(z) = 22 — dy? = a, Mopamo
npBo nma pemwmmo oarosapajyhy Ilenosy jennauuny. Csa pemema jemsauune [lemoBor twuma cy
reHepucaHa KOHAUYHUM OpojeM “Masmx” pelrema, Kao mrTo mnokasyje ciaenehe rspbheme.



T.7. Heka je a meo 6poj u z = z; jenwo pememe jemaaumne N(z) = 22 — dy? = a. Tama noctoje
pememe 2y = o + YoV d jemsaunne N(z) = a u meo 6poj m TaKBH Oa je

21 =2C" u 2z < |al(€+1).

Jokas. Tocroju m € 7 3a xoje je v/|a/| < (™2 < +/]al]. Tama je m 29 = (™21 = x0 + yoVd

pememe jennaunne N(z) = 1 u Basku

a a (+1
2|xo| = |20+ —| < max ‘t+—‘<—\/|a\.
| " laca/lay! TV

Ksanpupamewm, ysumajyhn y 063up na je ¢+ 1/ = 2¢, nobujamo tpakeny omnery. O

Hanomena. Maxcumym ¢ymrmmje [t + ¢| Ha mocmaTpanom maTepBaty 3a a < 0 je % la|, ma

Tako 3ampaBo mobujamo Maso jauy omeny: 2x3 < |alé + a.
3adamax 1. Hahu cBa menobpojua pemema jemnaunne 2 — 7y? = 2.

Pewewe. Hajuame pememe oarosapajyhe Ilenose jemmauune je (£,7) = (8,3). Habumo csa

pemema jemmaunne 2 — 7y? =2 ca 222 < |al(§+1) = 18, narge ca x <3 uy = 4/ mQ;Q < 1.
Jenuno takso pememe je (x,y) = (3,1). Caemu na cy cBa pemema (z,y) 3anare jeHAUMHE
naTa ca

4+ yVT=+B+ V(B +3VT)", necZ
3adamax 2. Pemutu jemnaunny 322 — 2y? = 1 y ckymy nemux 6pojesa.

Pewewe. Osmaunmvo z = 3x. Hamy jemmaummy MoskeMmo 3amucatu y obmuky 22 — 6y? = 3.
Hajmame pememe [lenose jemmaumne 22 —6y? = 1 je (z,y) = (5,2), ma Tpeba na mabemo cpa
pemema jemmaumne 22 —6y% = 3 ca 202 < 3(5+1) = 18, 1j. < 3. JeawHo TakBO pememe je
(z,y) = (3,1). Caean ma cy cBa pemema Te jenaaunne aata ca z+yv6 = (3+16)(5+2v6)".

OzmaunMo 2, + ¥, V6 = (3 +v6)(5 + 2v/6)". Karo je tama z, + ynvV6 = (5 + 2v6) (2,1 +
—|—yn,1\/6), nobujaMo CUCTEM PEKYPEHTHUX (popMyiaa

Zn = 5271—1 + 12%—1, Yn = 2Zn—1 + 5yn—1-

OgnaBne mobumjamMo peKypeHTHY GOPMYIY HO 2Zn: Zn+1— 102, +2,-1 = 0. Moskemo aupexkTHO
[a m3padyHaMo 1a je zo = 3, 21 = 27, zo = 267, omakie mobujaMo na je CBaKO 2, NMEJHUBO
ca 3 u oxpebyje no jemuo x, = z,/3.

Y ommTeM caydajy, cacBuM je moryhie ma pememe jemnaunse [lesoor tuma me 6yme jemaHo-
o0pa3Ho, Tj. a MMaMO BUIIE O jedHe (aMuUINje pememna.

3adamax 3. Hahu cBa pemema jemmaumue x2 = 5y + 44 y ckymy meaux Gpojesa.

Pewemwe. Hajuame pememe onrosapajyhe Ilenose jemmaumme 22 — 5y? = 1 je (&,1) = (9,4).
Ilosomuo je mporahu cpa pemema nate jemnaunde y kojuma je 222 < |al(€ + 1) = 440, Tj.
x < 14. Csa rmakBa pemema cy (£7,+1), (£8,42) u (+13,45). Ilakae, TpaskeHa pemema
ce m3paskaBajy GopMmyaMa
+(7+V5)(9 + 4v5)",
z+yVh={ +(B+2V5)(9+4V5)", um
+(13+5V5)(9 4+ 4v5)", 3an € Z.
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. 3a maru meo 6poj d, pemury jemmauuny r2 —dy? =1 y ckymy pauuonasnuz 6pojesa.

. Heka je n mpuponan 6poj. Hahu ocuosro pememe Ilemose jemmaunmue 2 — dy? = 1 ako je
(a) d=n?+mn; (6) d=n?+1; (8) d=n2 -2 (n>1); (r)* d=n?+4.

n

n
I h j =2
porahu cse n € N Takse na je (k—l) <k:

" IT opoj k <
+ 34 HEKU NIPUPOIAH o) n.
Bl pup Po)

. Ilorkazatu ma mocToju HECKOHAYHO MHOTO HEMOAYMapPHUX TPOYTJIOBA YKje Cy CTPAHUIE TPU
y3acCTONHa NpUpoaHa Opoja, a MOBpIIMHA Takohe mpuponan 6poj.

. Onpemutu cBe mpuponse 6pojese d 3a koje IlenoBa jemmauuna 2 — dy? = 1 uma pememe
y KOMe je x —y = d.

. IlpernocraBumo nma 3a mpuponad OGpoj n mocroje meau OpojeBu X,y TaKBU A je N =
22 + 4oy + 2y%. okasaTu ma Taja MOCTOje HEHETATUBHU LEJU OPOjeBU g,Yo TAKBU Oa je
n =z + 4xoyo + 2y3.

. Hexa je a € Nu D = a®> — 1. Axo cy z,y nemu 6pojesu u m = 22 — Dy? 3amoBosbaBa
0 <m < 2a+ 1, nokazaTu ma je m IOTIYH KBaIpAaT.

. Axo je m =2+ 2v/28n? + 1 meo 6poj 3a n € N, moxazaTu ma je m NOTIIYH KBaIPAT.
. Heka je y mpuponan 6poj. Ioka3aru nga je y uman PubonaunjeBor HM3a aKo U CaMO aKO
je jemanm ox 6pojesa 5y? 4+ 4 MOTIYH KBAIPAT.

2

. Axo je passnuka nBa y3acrtomHa Kyba jemmaka n”, n € N, nokaszartu na je 2n — 1 kBagpar.

. Ako je n meo 6poj Takas na cy 3n+1 u 4n+ 1 kBagpaTu, DOKa3aTU Ia je n AebUBO ca 56.

. Ako je p mpocr 6poj obsuka 4k + 3, mokazaTu ma jeAHa U CAMO jeaHa O jeIHAUYUHA
22 — py? = +2 uma nenobpojHuX pemena.
. llorkazatu ma je 3" — 2 moTmyH KBaapar camo 3an=1wu n = 3.

2
. Axo je

" + 4 moTmyH KBaIpaT 3a HEKe T,y € Z, NOKA3aTU O3 je OH jeqHar 9.

7° Pemema

1

2

. OBpne nuje morpebHO HUKAKBO 3Hame llenoBe jemnaumue. 3a x # 1 umamo d (%) = ”374'1

dt?4+1 2t

y _ _
Osmaunvo —& t € Q u nobuhemo x = G5 My = 57 -

1=

a) OcuoBHO pememe je (z,y) = (2n + 1,2).

- (a)

(6) Jemnaumna z2 —dy? = —1 uma pememe (z,y) = (n,1). Ha ocroy T.4, 0OCHOBHO pememe
(x,y) omrosapajyhe Ilemose jemmaumne je mato ca = + yvn? +1 = (n+ vn2 + 1)2?, naxme
(,y) = (2n% +1,2n).

(B) Aro je 22 — (2 —2)y? =1 u y < n, onma je (ny — 1)? < 2? = (ny)? — 2% — 1 < (ny)?,
mro je memoryhe. C mpyre crpame, umamo pememe (z,y) = (n® — 1,n) u TO je OCHOBHO
peleme.

(r) 3a 2 | n ocHoBHO pememe je (x,y) = (%2 +1,%). 3a 2{n OCHOBHO peleme je 3HATHO
(n2+1)2(n2+4) 1 n(n2+1)(n2+3))
2 J 2

sehe: (z,y) = ( . Yuyrcrso: kopucture T.6.



10.

. IaTu ycnoB MoeMoO 3amucatu y obmuky n = 222 — x

. MHuO®ReBEM Ca W cBomumo jemmauumny Ha k(k+ 1) =2(k+1)(n—k+1)+ (n —

k)(n — k + 1), mro mocne cpebusama moctaje n? + 3n + 2 = 2k? + 2k, Tj.
(2n +3)% +1 =2(2k + 1)°.

Hajuame pememe jemmaumue 2 — 2y? = —1 je (1,1), ma cy cBa pemema (x;,v;) naTa ca
z; + V2 = (1 ++/2)2F. Ipumehyjemo ma cy x; u y; yBek HemapHu, ma je n = “;3 meo

Opoj KOju 3am0BOJbABA yCJIOB 3amaTKa. Jlpyrux pelema OYWIIeNHO HEMA.

. Axo cy crpanune Tpoyria n—1, n u n+1, merosa nospmusa je P = 7./3(n? —4). Axo je

n memapuo, P Huje neo 6poj. Heka je n = 2m. Tana je P = my/3(m? — 1), na je morpe6uO
u noBoJpHO Hahn Geckorauno MHOTO 6pojeBa m € N 3a koje je m? —1 = 3k? 3a mexo k € N,
Pemasamewm ose Ilenose jemmaunne mobujamo n = (2 +/3)" + (2 —+/3)" 3a i € N.

. Tpeba pemurn jemaaumny (v+d)?—dr? = 1y N. Ona ce Mmose 3amucarn kao 2dr+(d>—1) =

(d—1)z?, omaxse ce Buma na d—1 | 2dx, 1j. d—1 | 2z. Axo crasumo 2z = (d—1)t, jeqnaunna
ce ceomu Ha 4dt +4(d+ 1) = (d — 1)?t2. Onasme cremu (8d + 4)t > (d — 1)%*t? > (d — 1)%t,
tako na je (d —1)2 > 8d + 4. Tako mobujamo d < 10. Vcnutusamem Majaux BPemgHOCTH d
Hawazumo na je d =5 u (x,y) = (9,4) jenuHo pememne.

2 rme je z =z +y. MomeMo y3eTn

z,x > 0. Kako je (r,s) = (3,2) majuame mpupomrO pememe jemmaumne 72 — 252 = 1, mo
T.7 mocroju pememe (29, 70) jemnaunmae z3 — 223 = —n TakBo ma je z3 < n. Tana je u
28 = 2%+ (23 —n) < 23 ma je yo = 0. Jacno je ma Bawu n = 2 + 4xoyo + 203

Hajmame pememe [lenose jemnaunue 22— Dy? = 1 je (z,y) = (a,1). Ha ocrosy T.7 mocroju
pememe (z9,Yo) jemmauune 22 — Dy? = b takso na je 222 < bla+1) < 2(a+1)%, 1j. 79 < a.
Omasne je wmu yo =1 mwm = 1, wmm yo = 0 m m = z3.

. IIpso mabumo ome n 3a xoje je m meo 6poj. Tana je (5 —1,n) pememe Ilenose jennaunue

m

2? — 28y = 1 uwmje je majmame pememe (zo,y0) = (127,24), ma mobujamo  — 1+ ny/28 =
(127 + 241/28)* 3a mero k € N. Cana je

m =2+ (127 + 24v28)" + (127 — 24V28)" = A7,
npu uemy je Ay = (8 +3v7)* + (8 — 3v/7)* meo 6poj.

Hanomena. Pememe (127,24) ce Moske ofpemuTH mocMaTpameM jeamauune r2 — 7y? = 1 u
HaJla;KeHmheM pellelma y KOMeE je y IapHO.

. Hajuame pememe Ilenose jemmaumme 2 — 5y? = 1 je (v,y) = (9,4). Ilpema Tome, 1o

TeopeMmu 7, CBa pemema jemHaumHa 2 — by? = 44 mpowmome U3 pemlema y KOjUMa je
222 < 4(9+1), nakne |z| < 4. Taksa pemema cy (z,y) € {(£4, £2), (£1,+1)} 3a jennaunny
22 — 5y? = —4, ommocuo (x,y) = (£3,+1) 3a jemmaumny 22 — 5y? = 4. Cnemu na cy csa
pemema (z,y) jemaaunna 2 — 5y% = +4 nara popmyrama

r4+yV5 € {£22+V5)", £(3+£V5)(2+ V5)", £(4 £ 2V5)(2+V5)" | n e Z}.

Kako je 2+v5 = ¢ u 3+£/5 = 20%2, rze je ¢ = 1+2‘/5, CBa OBa pememna MOKEMO HaIUCATU

y obmuky =+ yvb = +2¢", n € N. Taxobe Basmu x — yv/5 = +2(—¢) " ".
Cana je y = (¢" — (—¢)™™)/Vb = F,, rne F,, oznauasa n-tu dubomauujes 6poj. OsuM je
TBpheme 3amaTka MOKA3aHO.

Heka je (m+1)3 —m3 =3m2+3m+1=n? Tana je (2n)? =32m +1)2+ 1. Cremn na je
(2n,2m + 1) pememe Ilenose jenmauune z2 —3y? = 1, u kao mTo je Beh ommcano mo6ujamo
2n 4+ (2m + 1)\/§ =(2+ \/§)l Ila 6u n 6uo meo Opoj, [ Mmopa O6utu mHenapuo. Ciaenu na je
4n = (2 +V/3)%H 4 (2 — /3)%k+1. Hajzan,

(14+V3)2(2+V3)% + (1 —V3)2(2 - v3)* -8

n—1= = N?
mn 4 s

npu vemy je N meo: N =3 ((1+v3)(24v3)"+ (1 - v3)(2—V3)¥).
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14.

Habumo cse Ttaxse 6pojese n. Hexra je 3n+ 1 =a? u 4n + 1 = b%. Umamo (2a)? — 3% = 1.

TpassuMmo cBa pemema jenmaumne z2 — 3b°2 = 1 ca mapuuMm ¢ = 2a. Pemema Ilemose
jemnaumme u? — 3v% = 1 cy nara ca (u,v) = (ug,vx), rae je ug +vpV/3 = (2+v/3)*. Jlako ce
nobuja na je up mapHO aKo U caMmo ako je k memapuo. Ilakxue, (x,b) = (usgt1,Vokt1), OpU
4yeMy joInl uMaMo

ot = (24 V3)2T 4 (2 — V3)HHL

Cremn na je (a,b) = (3uzkt1, varg1) B n = 3(a? — 1) = $5(u3;, ., —4), mTo maje

48n = (7T+4V3)2 ! 4 (7 —4V/3)%+1 _ 14
2%k + 1 2%k +1
- 2(72k+1—7+48< k; >7Q’f—1+482( k; )72k—3+--->.

Opnasne onmMax BuamMo na je n nessuBo ca 7. C apyre crpane, kako je 4n + 1 memapan
KBaJpAaT, a CBU HemapHU kBaxpatu cy obmuka 8k + 1 (k € Z), n mopa ma Gyne mapsO, a
ouna je m 3n + 1 Hemapan kBazapat, ogakie cienn na 8 | n. IIpema tome, 7 -8 = 56 | n.

Hajsume jemma on ose nBe jenmnaumne nMa pemema. Cana ako je (Zo,yo) HajMame pemene
omrosapajyhe Ilenose jemmauune, ako zo+ 1 HUCY y3ajaMHO mpocTu, U3 jegaaxoctu (rg —
1)(zo + 1) = py2 mobujamo mo + 1 = 222 u xog F 1 = 2py?, 1j. 2% —py?> = +1, a u jemno u
npyro je memoryhe. Cuenu na cy xg=+1 y3ajaMHO mpocTu, mTo oBOr myTa maje xo+1 = 2,
2o F1=py? u x? — py? = £2.

3a mapHO N ouMrienHo Hema pemema. Heka je n=2m+ 1, m € Ny. Tana je

z? — 3y = -2 (%)
3a y =3 u x € Z. Habumo cBa nenobpojua pemena jemnnaunue (x). Kako je MunuMaino
pememe Ilenose jemmauune 12 — 3y? = 1 map (2,1), mo T.7 noBosmHO je Hahm cBa pemema
(x) ca 222 <2(2+1) =6, Tj. |z| < 1. Jenunma Tarsa pemema cy (z,y) = (+1,+1), onakre
clemm ma cy cBa pemema (x) maTa pemamajom z +yv/3 = +(+14+/3)(24+V3)*, k € Z, mro
ce, ¢ 063upom Ha jemmaxoctu (1 + \/3)2 =22+ \/3) u—1++3= 1+2\/§’ CBOIU HA

T+ yV3 = izik(l + V/3)2k 1,
Osnaunmo (14 v/3)" = a; +b;V/3, Taxo ma je y = 2%(12;“_1 3a meko k. Mmamo ag =0, a3 =1,
ai+1 = 2a;+2a;_1. Ilpernocrasumo na jen > 3, tj. m > 2. Bugumo na 9 | ag = 2448 = 9-272
u na 9| a; ako u camo ako 9 | i. MebyTuM, je IHOCTABHOM MHIYKOM]OM MO i Ce TOKa3yje ma
je aiy9 = ajoa; (mod ag), omakie ag | ag; 3a j € Z. Cnenn ma 16-17 = 272 | ag;; naxme, ako
je a; memuBo ca 9, ouna je memuBo u ca 17. Ilpema tome, memoryhe je ma y = %agkﬂ
Oynme cremen Tpojre Behu ox 3.

Ilokasyjemo ma jemsaumna 2 — (n? — 4)y? = —1 mema pemema y N 3a n > 3. Ilomto je
r < ny, craBmpameM ¥ = ny —z (z > 0) mobujamo —2nyz+ 22 +4y? = —1. 3a w = 2y umamo

22+ w? +1=nzw. (%)

IToraszahewmo na () Hema pemema y Z HU 3a jenHo meno n > 3. IIpeTrnocTaBuMo CympoTHO 1
nocmaTpajMo pememe (z,w) ca HajMamuM z. Kako je f(w) = f(nz —w) 3a f(t) = nzt — 12,
nap (z,nz —w) je takobhe pememe (*), ma 300I MUHUMAJHOCTUA 2z BaykU Nz — W = Z, Tj.
z<w< (n—1)z. Mebyrum, Tana je 22 +1 = f(w) > f(2) = (n—1)22, mTo 3a n > 3 3raun
na je z =0, a (%) wema pemema ca z = 0. IIpema Tome, jenuua moryhuocr jen =3, uy
TOM CIly4ajy MMaMmo pemema, Hup. (x,y) = (2,1).
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