
Pelova jednaqina
verzija 2.1: 12.2.2015.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
0◦ Uvod

Qesto smo se sretali sa linearnim diofantskim jednaqinama, i ovakve jednaqine znamo
da rexavamo pomo�u jednostavnog algoritma. Diofantske jednaqine se pojavǉuju u mnogo
razliqitih oblika, me�u kojima se mogu izdvojiti polinomske kao najizuqavanije. To su
jednaqine oblika P (x1, x2, . . . , xk) = 0, gde je P nekonstantan polinom, a xi nepoznate - na-
jqex�e celi ili racionalni brojevi. Tako su linearne diofantske jednaqine date poli-
nomima prvog stepena. Jox je engleski matematiqar Hilbert poqetkom 20. veka postavio
quveno pitaǌe postojaǌa algoritma kojim se mo�e rexiti ma koja polinomska diofant
ska jednaqina. Odgovor je dao ruski matematiqar Matijaseviq 1976, i taj odgovor je neg-
ativan. Ipak, za odre�ene klase diofantskih jednaqina algoritam postoji. To je sluqaj
sa kvadratnim diofantskim jednaqinama, zadatim polinomom P drugog stepena.

Kvadratne diofantske jednaqine smo tako�e vi�ali. Verovatno najpoznatiji primer
je Pitagorina jednaqina x2 + y2 = z2 sa tri nepoznate, qija su sva rexeǌa data u obliku
(x, y, z) = (t(x2 − y2), 2txy, t(x2 + y2)), gde su x, y ∈ Z i t ∈ Q.

Ispostavǉa se da se kod kvadratnih jednaqina sa samo dve promenǉive situacija us-
lo�ǌava.

Primer. Posmatrajmo jednaqinu

x2 + xy − y2 + x− y − 1 = 0

sa celim nepoznatim x, y. Dopuǌavaǌe do kvadrata daje (x+ 1
2y)

2− 5
4y

2+x− y− 1 = 0.
Smenom z = 2x+ y dobijamo z2 − 5y2 + 2z − 6y − 4 = 0. Opet dopuǌavamo do kvadrata:
(z + 1)2 − 5(y + 3

5 )
2 − 16

5 = 0, xto uz smenu u = z + 1 = 2x+ y + 1 i v = 5y + 3 postaje

v2 − 5u2 = −16.

Rexeǌa ove jednaqine su (v, u) = (±2,±2), (±8,±4), (±22,±10), itd. Da bi y = v−3
5

i x = 5u−v−2
10 bili celi brojevi, potrebno je da bude v ≡ 3 (mod 5), pa tako samo

v = −2, 8,−22, itd. dolaze u obzir. Tako dobijamo (neka) rexeǌa polazne jednaqine:
(x, y) = (±1,−1), (−3, 1), (1, 1), (−3,−5), (7,−5), itd.

U prethodnom primeru smo se suoqili sa jednaqinom v2 − 5u2 = −16. Ispostavi�e se
da ova jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa u Z, od kojih smo naveli samo nekoliko.
Kasnija rexeǌa brzo rastu.

Definicija. Pelova jednaqina je diofantska jednaqina oblika x2−dy2 = 1, x, y ∈ Z, za dato
d ∈ N koje nije potpun kvadrat.

Jednaqinu oblika x2 − dy2 = a, gde je a ceo broj, zovemo jednaqinom Pelovog tipa.

Sliqnim postupkom kao u primeru, svaka kvadratna diofantska jednaqina sa dve nepoz-
nate se mo�e svesti na jednaqinu Pelovog tipa. Zaista, polaze�i od opxte kvadratne
diofantske jednaqine ax2+ bxy+ cy2+dx+ ey+ f = 0, dopuǌavaǌem do kvadrata i smenama
X = 2ax+ by + d, Y = (4ac− b2)y + 2ae je svodimo na �eǉeni oblik

Y 2 − PX2 = Q,

gde je P = b2 − 4ac i Q = 4a2e2 + P (4af − bd− d2).
Dobijene izraze ne�emo ni pokuxavati da zapamtimo, ali treba da zapamtimo postu-

pak. Da istaknemo ovo xto smo upravo pokazali:
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Teorema 0. Proizvoǉna kvadratna diofantska jednaqina sa dve nepoznate se mo�e svesti
na jednaqinu Pelovog tipa. 2

Kako na�i sva rexeǌa ovakve jednaqine? Podsetimo se da je opxte rexeǌe linearne
diofantske jednaqine linearno u odnosu na parametre. To nije sluqaj sa kvadratnim
diofantskim jednaqinama. Ipak, kasnije �emo videti da se i ovakvim jednaqinama mo�e
na�i opxte rexeǌe izra�eno relativno jednostavnom formulom.

1◦ Brojevi oblika x + y
√
d

Zaxto je u definiciji Pelove jednaqine va�an uslov da d nije potpun kvadrat? Ako
jeste, recimo d = c2, onda se jednaqina x2−dy2 = a mo�e faktorisati kao (x−cy)(x+cy) = a,
a ovakve jednaqine umemo da trivijalno rexavamo. Zato u nastavku teksta podrazumevamo
da d nije kvadrat.

Jednaqinu x2 − dy2 = a jox uvek mo�emo da razlo�imo na qinioce:

(x+ y
√
d)(x− y

√
d) = a.

Da bismo iskoristili ovakvo razlagaǌe, moramo da radimo sa skupom svih brojeva oblika
x+ y

√
d, gde su x, y ∈ Z. Ovaj skup oznaqavamo sa Z[

√
d]. Va�no je da primetimo da zbir,

razlika i proizvod dva elementa skupa ostaju u skupu:

(x+ y
√
d)± (u+ v

√
d) = (x± u) + (y ± v)

√
d,

(x+ y
√
d)(u+ v

√
d) = (xu+ dyv) + (xv + yu)

√
d.

Tako�e je veoma bitno da su za dato z ∈ Z[
√
d] celi brojevi x, y za koje je z = x + y

√
d

jednoznaqno odre�eni - zaista, iz x+ y
√
d = x1 + y1

√
d = z i y ̸= y1 bi sledilo

√
d = x1−x

y−y1
,

xto je nemogu�e jer je
√
d iracionalno.

Definicija. Konjugat broja z = x+ y
√
d se definixe kao z = x− y

√
d, a norma broja z kao

N(z) = zz = x2 − dy2 ∈ Z.

T.1 Norma i konjugat su multiplikativni: N(z1z2) = N(z1)N(z2) i z1z2 = z1 · z2.

Dokaz. Ako je z1 = x1 + y1
√
d i z2 = x2 + y2

√
d, direktno iz definicije sledi z1z2 = (x1 −

y1
√
d)(x2 − y2

√
d) = (x1x2 + dy1y2)− (x1y2 + x2y1)

√
d = (x1x2 + dy1y2) + (x1y2 + x2y1)

√
d =

z1z2, i odatle N(z1z2) = z1z2z1z2 = z1z1z2z2 = N(z1)N(z2). 2
Primer. U prstenu Z[

√
2], element z = 5 + 4

√
2 ima konjugat z = 5 − 4

√
2 i normu N(z) =

52 − 2 · 42 = −7.

Isti broj mo�emo da posmatramo i kao element prstena Z[
√
8], jer je z = 5+ 2

√
8. I

sada je z = 5− 2
√
8 = 5− 4

√
2 i N(z) = 52 − 8 · 22 = −7.

Neka je z′ = 4 −
√
2. Tada je N(z) = 42 − 2(−1)2 = 14. Kako je zz′ = 12 + 11

√
2, va�i

N(zz′) = 122 − 2 · 112 = −98 = N(z)N(z′).

Zadatak. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi m i n takvi da je

(5 + 3
√
2)m = (7 + 4

√
2)n.

Rexeǌe. Konjugovaǌe date jednaqine daje (5− 3
√
2)m = (7− 4

√
2)n. Me�utim, leva strana

je maǌa od 1, dok je desna je ve�a od 1, jer je |5− 3
√
2| < 1 < 7− 4

√
2, pa je dobijena

jednakost nemogu�a. △

Pojam norme nam omogu�uje da jednaqinu x2−dy2 = a zapixemo u ekvivalentnom obliku

N(z) = a, gde je z = x− y
√
d ∈ Z[

√
d].
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Specijalno, Pelova jednaqina je ekvivalentna jednaqini N(z) = 1, z ∈ Z[
√
d]. Nadaǉe

�emo qesto koristiti ove oznake.
Kako su z i −z istovremeno rexeǌa jednaqine Pelovog tipa, ubudu�e podrazumevamo

bez smaǌeǌa opxtosti da je z > 0.

2◦ Rexeǌa Pelove jednaqine x2 − dy2 = 1

Pelova jednaqina ima trivijalno rexeǌe (x, y) = (1, 0), koje odgovara rexeǌu z = 1
jednaqine N(z) = 1. Ako znamo i najmaǌe netrivijalno rexeǌe, onda znamo sva rexeǌa.
To pokazuje slede�e tvr�eǌe:

T.2. Ako je ζ najmaǌi element skupa Z[
√
d] takav da je ζ > 1 i N(ζ) = 1, onda su svi

elementi z ∈ Z[
√
d] za koje je N(z) = 1 dati sa z = ±ζn, n ∈ Z.

Dokaz. Pretpostavimo da je N(z) = 1 za neko z > 0. Postoji taqno jedan ceo broj k za koji

je ζk 6 z < ζk+1. Tada za broj z′ = zζ−k = zζ
k
va�i 1 6 z′ < ζ i N(z′) = N(z)N(ζ)−k =

N(z) = 1. Iz minimalnosti ζ sledi da je z′ = 1, tj. z = ζk. 2
Posledica. Ako je (ξ, η) najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine za dato d, onda su sva prirodna

rexeǌa (x, y) = (xn, yn) te jednaqine data sa xn + yn
√
d = (ξ + η

√
d)n, n ∈ N.

Primetimo da su x i y odre�eni iz z = x+ y
√
d formulama x = z+z

2 i y = z−z
2
√
d
. Tako su

sva rexeǌa Pelove jednaqine data sa (x, y) = (xn, yn), gde je

xn =
ζn + ζ

n

2
i yn =

ζn − ζ
n

2
√
d

.

Primer. Na�imo sva rexeǌa jednaqine x2 − 3y2 = 1 u skupu prirodnih brojeva.

Najmaǌe netrivijalno rexeǌe ove jednaqine je (ξ, η) = (3, 2). Prema tome, za svako
rexeǌe (x, y) postoji prirodan broj n takav da je x+ y

√
d = (3 + 2

√
2)n, odakle je

x =
(3 + 2

√
2)n + (3− 2

√
2)n

2
, y =

(3 + 2
√
2)n − (3− 2

√
2)n

2
√
2

.

Tako npr. za n = 1, 2, 3, 4 dobijamo rexeǌa (3, 2), (17, 12), (99, 70) i (577, 408), i to su
qetiri najmaǌa rexeǌa razmatrane jednaqine.

Rexeǌa Pelove jednaqine se mogu napisati i kao qlanovi linearno rekurentnog niza.
Ako je (ξ, η) minimalno rexeǌe jednaqine x2−dy2 = 1, onda iz jednakosti ζ2−2ξζ+1 = 0 za
ζ = ξ+η

√
d dobijamo ζn+1 = 2ξζn−ζn−1, xto po definiciji xn, yn daje rekurentne relacije

xn+1 = 2ξxn − xn−1, yn+1 = 2ξyn − yn−1.

Sada �emo pokazati da Pelova jednaqina uvek ima netrivijalno rexeǌe. Treba nam
jedno osnovno tvr�eǌe o aproksimacijama iracionalnih brojeva racionalnim.

T (Dirihleova teorema). Neka je α iracionalan i n prirodan broj. Tada postoje p ∈ Z i

q ∈ {1, 2, . . . , n} takvi da je
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
(n+1)q .

Dokaz. Nejednakost iz tvr�eǌa je ekvivalentna nejednakosti |qα− p| < 1
n+1 .

Neka, kao i obiqno, {x} oznaqava razlomǉeni deo realnog broja x. Me�u n+2 brojeva
0, {α}, {2α}, . . . , {nα}, 1 u intervalu [0, 1], bar dva se razlikuju za maǌe od 1

n+1 . Ako
su to brojevi {kα} i {lα}, dovoǉno je postaviti q = |k − l|, a ako su to {kα} i 0 ili
1, dovoǉno je postaviti q = k; u oba sluqaja, p je ceo broj najbli�i broju kα. 2

L.1. Ako je α proizvoǉan realan broj, onda postoji beskonaqno mnogo parova prirodnih
brojeva (p, q) takvih da je

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
q2 .
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Dokaz. Odmah sledi iz Dirihleove teoreme. 2
T.3. Pelova jednaqina ima bar jedno rexeǌe u skupu prirodnih brojeva.

Dokaz. Tvr�eǌe L.1 primeǌeno na α =
√
d govori da postoji beskonaqno mnogo parova

prirodnih brojeva (p, q) za koje je 1
q2 >

∣∣∣√d− p
q

∣∣∣ = |p2−dq2|
q2(p/q+

√
d)
, xto je ekvivalentno sa

|p2 − dq2| < p
q +

√
d. Kako je p

q +
√
d < 2

√
d + 1, sledi da |p2 − dq2| < 2

√
d + 1 va�i za

beskonaqno mnogo parova prirodnih brojeva p, q.

Prema tome, postoji ceo broj n, |n| < 2
√
d + 1, takav da jednaqina u2 − dv2 = n

ima beskonaqno mnogo rexeǌa (u, v) u skupu N. Me�u ovim rexeǌima postoje dva
razliqita, recimo (u1, v1) i (u2, v2), koji zadovoǉavaju u1 ≡ u2 i v1 ≡ v2 (mod n).
Oznaqimo w1 = u1 + v1

√
d i w2 = u2 + v2

√
d, i neka je w1 > w2. Posmatrajmo broj

z = w1/w2 > 1. Imamo

z =
w1w2

n
=

u1u2 − dv1v2
n

+
u1v1 − u1v2

n

√
d.

U gorǌoj jednakosti koeficijenti x = u1u2−dv1v2

n i y = u2v1−u1v2
n su celi brojevi, xto

sledi iz kongruencija u1u2−dv1v2 ≡ u2
1−dv21 ≡ 0 i u2v1−u1v2 ≡ u1v1−u1v1 = 0 (mod n).

Zakǉuqujemo da je z element skupa Z[
√
d]. Pri tom je N(z) = N(w1)/N(w2) = 1, pa z

odre�uje jedno rexeǌe (x, y) Pelove jednaqine. 2
3◦ Nala�eǌe rexeǌa Pelove jednaqine

Dokazali smo da Pelova jednaqina x2 − dy2 = 1 uvek ima netrivijalno rexeǌe. Me�u-
tim, teorema 3 ne daje prihvatǉivu gorǌu granicu za najmaǌe takvo rexeǌe.

Primer. Najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 61y2 = 1 je (ξ, η) = (1766319049, 226153980).

Moramo li da i ovakva rexeǌa tra�imo “pexaqki”? Nije neoqekivano da formula u
zatvorenom obliku ne postoji. Ipak, postoje algoritmi kojima se ova rexeǌa mogu na�i
relativno brzo. Pokaza�emo dva takva algoritma.

(I) Metod Qakravala

Ovaj metod je izum sredǌovekovnih indijskih matematiqara i zasniva se na identitetu

(x2
1 − dy21)(x

2
2 − dy22) = (x1x2 + dy1y2)

2 − d(x1y2 + x2y1)
2. (∗)

Za z1 = x1+y1
√
d i z2 = x2+y2

√
d leva strana u (∗) predstavǉa N(z1)N(z2), a desna N(z1z2),

tako da je (∗) ekvivalentno ve� poznatoj jednakosti N(z1)N(z2) = N(z1z2).
Poqnimo od proizvoǉnog para (x1, y1) sa nzd(x1, y1) = 1 i oznaqimo x2

1−dy21 = k1. Glavna
ideja je da se na mesto para (x2, y2) stavi jednostavno (m, 1) sa pogodno izabranim m.
Naime, (∗) daje (mx1 + dy1)

2 − d(x1 +my1)
2 = (m2 − d)k1. Odaberimo m tako da

k1 | x1 +my1 i |m2 − d| je najmaǌe mogu�e.

Tada iz (−my1)
2 − dy21 ≡ x2

1 − dy21 = k1 (mod k1) sledi k1 | m2 − d, i odatle mx1 + dy1 ≡
m(x1 +my1) ≡ 0 (mod k1), dakle k1 | mx1 + dy1. Prema tome, svi sabirci u jednakosti(

mx1 + dy1
|k1|

)2

− d

(
x1 +my1

|k1|

)2

=
m2 − d

k1

su celi brojevi. Ovako smo iz trojke (x1, y1, k1) dobili novu trojku (x2, y2, k2) = (mx1+dy1

|k1| ,
x1+my1

|k1| , m2−d
k1

). Nastavǉamo ovaj postupak sve dok ne dobijemo par (xn, yn, 1), tj. rexeǌe
Pelove jednaqine. Lagran� je dokazao da se ovaj postupak uvek zavrxava.
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Primer. Na�imo rexeǌe jednaqine x2 − 67y2 = 1 u prirodnim brojevima.

Korak 1. Odaberimo (x1, y1) = (8, 1) i k = 82 = 67 · 12 = −3.

Korak 2. Biramo m tako da k = −3 deli x1+my1 = 8+m i |m2−67| je najmaǌe mogu�e:
to je m = 7. Dobijamo (x2, y2, k2) = ( 7·8+67·1

3 , 1·8+7·1
3 , 72−67

−3 ) = (41, 5, 6).

Korak 3. Biramo m tako da 6 | 41 + 5m i |m2 − 67| je najmaǌe mogu�e: to je m = 5, pa
dobijamo trojku (x3, y3, k3) = ( 5·41+67·5

6 , 1·41+5·5
6 , 52−67

6 ) = (90, 11,−7).

Korak 4. Izbor m = 9 daje (x4, y4, k4) = ( 9·90+67·11
7 , 1·90+9·11

7 , 92−67
−7 ) = (221, 27,−2).

Korak 5. m = 9, (x5, y5, k5) = ( 9·221+67·27
2 , 1·221+9·27

2 , 92−67
−2 ) = (1899, 232,−7), itd.

Korak 8. (x8, y8, k8) = (48842, 5967, 1), i to je najmaǌe rexeǌe: 488422 − 67 · 59672 = 1.

Napomena. Algoritam se mogao ubrzati. Naime, konaqno rexeǌe se moglo dobiti direkt-
no posle koraka 4 - videti teoremu 6.

(II) Veri�ni razlomci

Ako je (x, y) rexeǌe Pelove jednaqine x2 − dy2 = 1, razlomak x
y je blizak

√
d i u izves-

nom smislu predstavǉa optimalnu aproksimaciju iracionalnog broja
√
d racionalnim.

Aproksimacije iracionalnog broja α racionalnim su u tesnoj vezi sa razvojem α u tzv.
veri�ni razlomak.

Svaki realan broj α se mo�e razviti u veri�ni razlomak oblika

[a0, a1, a2, a3, . . . ] := a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+···

gde je a0 ∈ Z i a1, a2, · · · ∈ N. Ovaj razvoj je konaqan (i uslovno jedinstven) za racionalno
α, odnosno beskonaqan (i jedinstven) za iracionalno α. Veri�ni razlomci [a0], [a0, a1],
[a0, a1, a2], . . . su racionalni brojevi koji te�e broju α.

Ispostavǉa se da je razvoj
√
d u veri�ni razlomak periodiqan poqev od a1, i da se

period zavrxava sa an = 2a0:
√
d = [a0, a1, a2, . . . , an−1, 2a0].

Konaqan veri�ni razlomak [a0, a1, . . . , an−1] odgovara nekom racionalnom broju x
y , (x, y) = 1.

Tada par (x, y) zadovoǉava x2 − dy2 = (−1)n.

Primer. Na�imo minimalno rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 61y2 = 1.

Uz malo raquna nalazimo
√
61 = [7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14]. Period veri�nog ra-

zlomka je 11, pa nam x
y = [7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1] = 29718

3805 odre�uje minimalno rexeǌe
(x, y) = (29718, 3805) jednaqine x2 − 61y2 = (−1)11 = −1. Najzad, najmaǌe rexeǌe (ξ, η)
odgovaraju�e Pelove jednaqine dobijamo ako period napixemo dvaput, dakle ξ

η = [7, 1,

4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1]: to je (ξ, η) = (1766319049, 226153980).

4◦ Jednaqina x2 − dy2 = a, za a ∈ {−1,±2,±4}

Proizvoǉna jednaqina Pelovog tipa x2 − dy2 = a ne mora da ima rexeǌa (na primer,
jednaqina x2−3y2 = 2 - zaxto?). Ipak, onda kada ima rexeǌa, sva rexeǌa se mogu opisati
kao xto �emo uskoro videti.

Jednaqina Pelovog tipa koja je u najdirektnijoj vezi sa Pelovom je jednaqina x2−dy2 =
N(x−y

√
d) = −1. Ni za ǌu ne va�i da ima rexeǌa za svako d. Naime, da bi imala rexeǌa,

broj d mora da deli x2 + 1 za neko x - a znamo da takvo x postoji ako i samo ako su svi
neparni prosti delioci d oblika 4k+1 i 4 - d. Kasnije �emo videti da ni to nije dovoǉan
uslov za postojaǌe rexeǌa.
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T.4. Jednaqina x2 − dy2 = −1 ima rexeǌe u skupu celih brojeva ako i samo ako postoji
z1 ∈ Z[

√
d] takvo da je z21 = ζ, gde je z = ζ najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine N(z) = 1,

z > 1.

Dokaz. Rexeǌe (x, y) jednaqine x2 − dy2 = −1 odgovara elementu z = x+ y
√
d sa N(z) = −1.

Pretpostavimo da ovakvo z ∈ Z[
√
d] postoji. Tada je N(z2) = N(z)2 = 1, pa je po

T.1 z = ζn za neko n ∈ N. Broj n mora biti neparan, jer u suprotnom va�i N(z) =
N(ζ)n/2 = 1. Ako napixemo n = 2k + 1, za ζ = z · ζ−k va�i z21 = ζ.

S druge strane, ako postoji z1 sa z21 = ζ, imamo N(z1) = ±1, pa zbog minimalnosti ζ
va�i N(z1) = −1. 2

T.5. Ako je p prost broj oblika 4k+1 (k ∈ N), onda jednaqina x2−py2 = −1 ima celobrojnih
rexeǌa.

Dokaz. Po�imo od jednakosti (ξ − 1)(ξ + 1) = pη2, gde je (ξ, η) minimalno rexeǌe Pelove
jednaqine x2 − py2 = 1. Ako je ξ parno, onda η2 + 1 ≡ pη2 + 1 ≡ 0 (mod 4) xto je
nemogu�e. Znaqi, ξ je neparno, pa va�i (ξ−1, ξ+1) = 2. Sledi da je jedan od brojeva
ξ − 1, ξ + 1 oblika 2s2, dok je drugi jednak 2pt2 za neke cele brojeve s, t.

Pretpostavimo da je ξ+1 = 2s2 i ξ−1 = 2pt2. Tada je s2−pt2 = 1, pa je s, t netrivijalno
rexeǌe Pelove jednaqine x2 − py2 = 1 maǌe od (ξ, η) xto je kontradikcija. Dakle,
jedina mogu�nost je ξ − 1 = 2s2 i ξ + 1 = 2pt2, xto nam daje s2 − pt2 = −1. 2

Tako iz svakog rexeǌa z jednaqine N(z) = −1 kvadriraǌem dobijamo rexeǌe Pelove
jednaqine: N(z2) = 1. Na prvi pogled, svojstvo broja −1 da je (−1)2 = 1 je krucijalno.
Ipak, rexeǌe Pelove jednaqine mo�emo dobiti i iz rexeǌa jednaqina N(z) = ±2 i N(z) =
±4, tako da su i ove jednaqine jednako bliske Pelovoj.

T.6. Neka je d ∈ N, gde d nije kvadrat, i z = x+ y
√
d (x, y ∈ Z). Tada va�i:

(1) Ako je N(z) = ±2, tada je 1
2z

2 ∈ Z[
√
d] i N( 12z

2) = 1.

(2) Ako je N(z) = ±4 i 4 | d, tada je 1
4z

2 ∈ Z[
√
d] i N( 14z

2) = 1.

(3) Ako je N(z) = ±4 i 4 - d, tada je 1
8z

3 ∈ Z[
√
d] i N( 18z

3) = ±1.

Dokaz. (1) Imamo 1
2z

2 = x2+dy2

2 +xy
√
d, gde je x2+dy2

2 = x2±1 ceo broj, pa sledi 1
2z

2 ∈ Z[
√
d].

Pri tom je N( 12z
2) = 1

4N(z2) = 1
4N(z)2 = 1.

(2) U ovom sluqaju je x parno, pa 1
4z

2 = x2+dy2

4 + xy
2

√
d ima cele koeficijente i

N( 14z
2) = 1

16N(z)2 = 1.

(3) Sluqaj d ≡ 2 (mod 4) je trivijalan, jer tada 2 | x, y. Neka je sada d neparno.

Imamo 1
8z

3 = x(x2+3dy2)
8 + y(3x2+dy2)

8

√
d = x(x2±3)

2 + y(dy2∓3)
2

√
d, gde su koeficijenti

oqigledno celi brojevi, pa sledi 1
8z

3 ∈ Z[
√
d] i N( 18z

3) = 1
64N(z)3 = ±1. 2

Primer. U primeru za metod Qakravala rexavali smo jednaqinu x2 − 67y2 = 1 i posle
koraka 4 dobili N(z) = −2 za z = 221 + 27

√
67. Po T.6 imamo N( 12z

2) = 1, pri qemu
je 1

2z
2 = 48842+5967

√
67, dakle (x, y) = (48842, 5967) je jedno rexeǌe Pelove jednaqine

x2 − 67y2 = 1.

5◦ Jednaqina Pelovog tipa x2 − dy2 = a

Posmatrajmo sada opxtu jednaqinu Pelovog tipa N(z) = x2 − dy2 = a. Ako je z = z0 ∈
Z[
√
d] jedno ǌeno rexeǌe, a ζ = ξ + η

√
d, kao i do sad, najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine

N(z) = 1, tada je N(zζn) = N(z)N(ζ)n = a. Drugim reqima, z = z0ζ
n (n ∈ Z) tako�e

zadovoǉava jednaqinu N(z) = a.
To znaqi da, da bismo rexili jednaqinu Pelovog tipa N(z) = x2 − dy2 = a, moramo

prvo da reximo odgovaraju�u Pelovu jednaqinu. Sva rexeǌa jednaqine Pelovog tipa su
generisana konaqnim brojem “malih” rexeǌa, kao xto pokazuje slede�e tvr�eǌe.
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T.7. Neka je a ceo broj i z = z1 jedno rexeǌe jednaqine N(z) = x2 − dy2 = a. Tada postoje
rexeǌe z0 = x0 + y0

√
d jednaqine N(z) = a i ceo broj m takvi da je

z1 = z0ζ
m i 2x2

0 6 |a|(ξ + 1).

Dokaz. Postoji m ∈ Z za koje je
√
|a/ζ| 6 ζmz1 <

√
|aζ|. Tada je i z0 = ζmz1 = x0 + y0

√
d

rexeǌe jednaqine N(z) = 1 i va�i

2|x0| =
∣∣∣∣z0 + a

z0

∣∣∣∣ 6 max
[
√

|a/ζ|,
√

|aζ|)

∣∣∣t+ a

t

∣∣∣ 6 ζ + 1√
ζ

√
|a|.

Kvadriraǌem, uzimaju�i u obzir da je ζ + 1/ζ = 2ξ, dobijamo tra�enu ocenu. 2
Napomena. Maksimum funkcije |t + a

t | na posmatranom intervalu za a < 0 je ζ−1√
ζ

√
|a|, pa

tako zapravo dobijamo malo jaqu ocenu: 2x2
0 6 |a|ξ + a.

Zadatak 1. Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine x2 − 7y2 = 2.

Rexeǌe. Najmaǌe rexeǌe odgovaraju�e Pelove jednaqine je (ξ, η) = (8, 3). Na�imo sva

rexeǌa jednaqine x2 − 7y2 = 2 sa 2x2 6 |a|(ξ+1) = 18, dakle sa x 6 3 i y =
√

x2−2
7 6 1.

Jedino takvo rexeǌe je (x, y) = (3, 1). Sledi da su sva rexeǌa (x, y) zadate jednaqine
data sa

x+ y
√
7 = ±(3 +

√
7)(8 + 3

√
7)n, n ∈ Z.

Zadatak 2. Rexiti jednaqinu 3x2 − 2y2 = 1 u skupu celih brojeva.

Rexeǌe. Oznaqimo z = 3x. Naxu jednaqinu mo�emo zapisati u obliku z2 − 6y2 = 3.
Najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine z2−6y2 = 1 je (z, y) = (5, 2), pa treba da na�emo sva
rexeǌa jednaqine z2−6y2 = 3 sa 2x2 6 3(5+1) = 18, tj. x 6 3. Jedino takvo rexeǌe je
(z, y) = (3, 1). Sledi da su sva rexeǌa te jednaqine data sa z+y

√
6 = (3+

√
6)(5+2

√
6)n.

Oznaqimo zn + yn
√
6 = (3 +

√
6)(5 + 2

√
6)n. Kako je tada zn + yn

√
6 = (5 + 2

√
6)(zn−1 +

+yn−1

√
6), dobijamo sistem rekurentnih formula

zn = 5zn−1 + 12yn−1, yn = 2zn−1 + 5yn−1.

Odavde dobijamo rekurentnu formulu po zn: zn+1−10zn+zn−1 = 0. Mo�emo direktno
da izraqunamo da je z0 = 3, z1 = 27, z2 = 267, odakle dobijamo da je svako zn deǉivo
sa 3 i odre�uje po jedno xn = zn/3.

U opxtem sluqaju, sasvim je mogu�e da rexeǌe jednaqine Pelovog tipa ne bude jedno-
obrazno, tj. da imamo vixe od jedne familije rexeǌa.

Zadatak 3. Na�i sva rexeǌa jednaqine x2 = 5y2 + 44 u skupu celih brojeva.

Rexeǌe. Najmaǌe rexeǌe odgovaraju�e Pelove jednaqine x2 − 5y2 = 1 je (ξ, η) = (9, 4).
Dovoǉno je prona�i sva rexeǌa date jednaqine u kojima je 2x2 6 |a|(ξ + 1) = 440, tj.
x 6 14. Sva takva rexeǌa su (±7,±1), (±8,±2) i (±13,±5). Dakle, tra�ena rexeǌa
se izra�avaju formulama

x+ y
√
5 =


±(7±

√
5)(9 + 4

√
5)n,

±(8± 2
√
5)(9 + 4

√
5)n, ili

±(13± 5
√
5)(9 + 4

√
5)n, za n ∈ Z.
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6◦ Zadaci

1. Za dati ceo broj d, rexiti jednaqinu x2 − dy2 = 1 u skupu racionalnih brojeva.

2. Neka je n prirodan broj. Na�i osnovno rexeǌe Pelove jednaqine x2 − dy2 = 1 ako je
(a) d = n2 + n; (b) d = n2 + 1; (v) d = n2 − 2 (n > 1); (g)∗ d = n2 + 4.

3. Prona�i sve n ∈ N takve da je
(

n

k − 1

)
= 2

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
za neki prirodan broj k < n.

4. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo nepodudarnih trouglova qije su stranice tri
uzastopna prirodna broja, a povrxina tako�e prirodan broj.

5. Odrediti sve prirodne brojeve d za koje Pelova jednaqina x2 − dy2 = 1 ima rexeǌe
u kome je x− y = d.

6. Pretpostavimo da za prirodan broj n postoje celi brojevi x, y takvi da je n =
x2 + 4xy + 2y2. Dokazati da tada postoje nenegativni celi brojevi x0, y0 takvi da je
n = x2

0 + 4x0y0 + 2y20.

7. Neka je a ∈ N i D = a2 − 1. Ako su x, y celi brojevi i m = x2 − Dy2 zadovoǉava
0 < m 6 2a+ 1, dokazati da je m potpun kvadrat.

8. Ako je m = 2 + 2
√
28n2 + 1 ceo broj za n ∈ N, dokazati da je m potpun kvadrat.

9. Neka je y prirodan broj. Dokazati da je y qlan Fibonaqijevog niza ako i samo ako
je jedan od brojeva 5y2 ± 4 potpun kvadrat.

10. Ako je razlika dva uzastopna kuba jednaka n2, n ∈ N, dokazati da je 2n− 1 kvadrat.

11. Ako je n ceo broj takav da su 3n+1 i 4n+1 kvadrati, dokazati da je n deǉivo sa 56.

12. Ako je p prost broj oblika 4k + 3, dokazati da jedna i samo jedna od jednaqina
x2 − py2 = ±2 ima celobrojnih rexeǌa.

13. Dokazati da je 3n − 2 potpun kvadrat samo za n = 1 i n = 3.

14. Ako je
x2 + 1

y2
+ 4 potpun kvadrat za neke x, y ∈ Z, dokazati da je on jednak 9.

7◦ Rexeǌa

1. Ovde nije potrebno nikakvo znaǌe Pelove jednaqine. Za x ̸= 1 imamo d
(

y
x−1

)
= x+1

y .

Oznaqimo y
x−1 = t ∈ Q i dobi�emo x = dt2+1

dt2−1 i y = 2t
dt2−1 .

2. (a) Osnovno rexeǌe je (x, y) = (2n+ 1, 2).

(b) Jednaqina x2−dy2 = −1 ima rexeǌe (x, y) = (n, 1). Na osnovu T.4, osnovno rexeǌe
(x, y) odgovaraju�e Pelove jednaqine je dato sa x + y

√
n2 + 1 = (n +

√
n2 + 1)2, dakle

(x, y) = (2n2 + 1, 2n).

(v) Ako je x2 − (n2 − 2)y2 = 1 i y < n, onda je (ny − 1)2 < x2 = (ny)2 − 2y2 − 1 < (ny)2,
xto je nemogu�e. S druge strane, imamo rexeǌe (x, y) = (n2 − 1, n) i to je osnovno
rexeǌe.

(g) Za 2 | n osnovno rexeǌe je (x, y) = (n
2

2 + 1, n
2 ). Za 2 - n osnovno rexeǌe je znatno

ve�e: (x, y) = ( (n
2+1)2(n2+4)

2 − 1, n(n2+1)(n2+3)
2 ). Uputstvo: koristite T.6.
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3. Mno�eǌem sa (k+1)!(n−k+1)!
n! svodimo jednaqinu na k(k + 1) = 2(k + 1)(n − k + 1) + (n −

k)(n− k + 1), xto posle sre�ivaǌa postaje n2 + 3n+ 2 = 2k2 + 2k, tj.

(2n+ 3)2 + 1 = 2(2k + 1)2.

Najmaǌe rexeǌe jednaqine x2 − 2y2 = −1 je (1, 1), pa su sva rexeǌa (xi, yi) data sa
xi + yi

√
2 = (1 +

√
2)2i+1. Prime�ujemo da su xi i yi uvek neparni, pa je n = xi−3

2 ceo
broj koji zadovoǉava uslov zadatka. Drugih rexeǌa oqigledno nema.

4. Ako su stranice trougla n−1, n i n+1, ǌegova povrxina je P = n
4

√
3(n2 − 4). Ako je

n neparno, P nije ceo broj. Neka je n = 2m. Tada je P = m
√
3(m2 − 1), pa je potrebno

i dovoǉno na�i beskonaqno mnogo brojeva m ∈ N za koje je m2−1 = 3k2 za neko k ∈ N.
Rexavaǌem ove Pelove jednaqine dobijamo n = (2 +

√
3)i + (2−

√
3)i za i ∈ N.

5. Treba rexiti jednaqinu (x+d)2−dx2 = 1 u N. Ona se mo�e zapisati kao 2dx+(d2−1) =
(d−1)x2, odakle se vidi da d−1 | 2dx, tj. d−1 | 2x. Ako stavimo 2x = (d−1)t, jednaqina
se svodi na 4dt + 4(d + 1) = (d − 1)2t2. Odavde sledi (8d + 4)t > (d − 1)2t2 > (d − 1)2t,
tako da je (d − 1)2 > 8d + 4. Tako dobijamo d 6 10. Ispitivaǌem malih vrednosti d
nalazimo da je d = 5 i (x, y) = (9, 4) jedino rexeǌe.

6. Dati uslov mo�emo zapisati u obliku n = 2z2 − x2, gde je z = x + y. Mo�emo uzeti
z, x > 0. Kako je (r, s) = (3, 2) najmaǌe prirodno rexeǌe jednaqine r2 − 2s2 = 1, po
T.7 postoji rexeǌe (z0, x0) jednaqine z20 − 2x2

0 = −n takvo da je x2
0 6 n. Tada je i

z20 = x2
0 + (x2

0 − n) 6 x2
0 pa je y0 > 0. Jasno je da va�i n = x2

0 + 4x0y0 + 2y20.

7. Najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine x2−Dy2 = 1 je (x, y) = (a, 1). Na osnovu T.7 postoji
rexeǌe (x0, y0) jednaqine x2 −Dy2 = b takvo da je 2x2

0 6 b(a+ 1) < 2(a+ 1)2, tj. x0 6 a.
Odavde je ili y0 = 1 i m = 1, ili y0 = 0 i m = x2

0.

8. Prvo na�imo one n za koje je m ceo broj. Tada je (m2 − 1, n) rexeǌe Pelove jednaqine
x2 − 28y2 = 1 qije je najmaǌe rexeǌe (x0, y0) = (127, 24), pa dobijamo m

2 − 1 + n
√
28 =

(127 + 24
√
28)k za neko k ∈ N. Sada je

m = 2 + (127 + 24
√
28)k + (127− 24

√
28)k = A2

k,

pri qemu je Ak = (8 + 3
√
7)k + (8− 3

√
7)k ceo broj.

Napomena. Rexeǌe (127, 24) se mo�e odrediti posmatraǌem jednaqine x2 − 7y2 = 1 i
nala�eǌem rexeǌa u kome je y parno.

9. Najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 5y2 = 1 je (x, y) = (9, 4). Prema tome, po
teoremi 7, sva rexeǌa jednaqina x2 − 5y2 = ±4 proixode iz rexeǌa u kojima je
2x2 6 4(9+ 1), dakle |x| 6 4. Takva rexeǌa su (x, y) ∈ {(±4,±2), (±1,±1)} za jednaqinu
x2 − 5y2 = −4, odnosno (x, y) = (±3,±1) za jednaqinu x2 − 5y2 = 4. Sledi da su sva
rexeǌa (x, y) jednaqina x2 − 5y2 = ±4 data formulama

x+ y
√
5 ∈ {±2(2 +

√
5)n,±(3±

√
5)(2 +

√
5)n,±(4± 2

√
5)(2 +

√
5)n | n ∈ Z}.

Kako je 2+
√
5 = ϕ3 i 3±

√
5 = 2ϕ±2, gde je ϕ = 1+

√
5

2 , sva ova rexeǌa mo�emo napisati
u obliku x+ y

√
5 = ±2ϕn, n ∈ N. Tako�e va�i x− y

√
5 = ±2(−ϕ)−n.

Sada je y = (ϕn − (−ϕ)−n)/
√
5 = Fn, gde Fn oznaqava n-ti Fibonaqijev broj. Ovim je

tvr�eǌe zadatka dokazano.

10. Neka je (m+ 1)3 −m3 = 3m2 + 3m+ 1 = n2. Tada je (2n)2 = 3(2m+ 1)2 + 1. Sledi da je
(2n, 2m+1) rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 3y2 = 1, i kao xto je ve� opisano dobijamo
2n+ (2m+ 1)

√
3 = (2 +

√
3)l. Da bi n bio ceo broj, l mora biti neparno. Sledi da je

4n = (2 +
√
3)2k+1 + (2−

√
3)2k+1. Najzad,

2n− 1 =
(1 +

√
3)2(2 +

√
3)2k + (1−

√
3)2(2−

√
3)2k − 8

4
= N2,

pri qemu je N ceo: N = 1
2

(
(1 +

√
3)(2 +

√
3)k + (1−

√
3)(2−

√
3)k

)
.
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11. Na�imo sve takve brojeve n. Neka je 3n+ 1 = a2 i 4n+ 1 = b2. Imamo (2a)2 − 3b2 = 1.

Tra�imo sva rexeǌa jednaqine x2 − 3b2 = 1 sa parnim x = 2a. Rexeǌa Pelove
jednaqine u2 − 3v2 = 1 su data sa (u, v) = (uk, vk), gde je uk + vk

√
3 = (2+

√
3)k. Lako se

dobija da je uk parno ako i samo ako je k neparno. Dakle, (x, b) = (u2k+1, v2k+1), pri
qemu jox imamo

2u2k+1 = (2 +
√
3)2k+1 + (2−

√
3)2k+1.

Sledi da je (a, b) = ( 12u2k+1, v2k+1) i n = 1
3 (a

2 − 1) = 1
12 (u

2
2k+1 − 4), xto daje

48n = (7 + 4
√
3)2k+1 + (7− 4

√
3)2k+1 − 14

= 2

(
72k+1 − 7 + 48

(
2k + 1

2

)
72k−1 + 482

(
2k + 1

2

)
72k−3 + · · ·

)
.

Odavde odmah vidimo da je n deǉivo sa 7. S druge strane, kako je 4n + 1 neparan
kvadrat, a svi neparni kvadrati su oblika 8k + 1 (k ∈ Z), n mora da bude parno, a
onda je i 3n+ 1 neparan kvadrat, odakle sledi da 8 | n. Prema tome, 7 · 8 = 56 | n.

12. Najvixe jedna od ove dve jednaqine ima rexeǌa. Sada ako je (x0, y0) najmaǌe rexeǌe
odgovaraju�e Pelove jednaqine, ako x0 ± 1 nisu uzajamno prosti, iz jednakosti (x0 −
1)(x0 + 1) = py20 dobijamo x0 ± 1 = 2x2 i x0 ∓ 1 = 2py2, tj. x2 − py2 = ±1, a i jedno i
drugo je nemogu�e. Sledi da su x0±1 uzajamno prosti, xto ovog puta daje x0±1 = x2,
x0 ∓ 1 = py2 i x2 − py2 = ±2.

13. Za parno n oqigledno nema rexeǌa. Neka je n = 2m+ 1, m ∈ N0. Tada je

x2 − 3y2 = −2 (∗)
za y = 3m i x ∈ Z. Na�imo sva celobrojna rexeǌa jednaqine (∗). Kako je minimalno
rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 3y2 = 1 par (2, 1), po T.7 dovoǉno je na�i sva rexeǌa
(∗) sa 2x2 6 2(2 + 1) = 6, tj. |x| 6 1. Jedina takva rexeǌa su (x, y) = (±1,±1), odakle
sledi da su sva rexeǌa (∗) data relacijom x+ y

√
3 = ±(±1+

√
3)(2+

√
3)k, k ∈ Z, xto

se, s obzirom na jednakosti (1 +
√
3)2 = 2(2 +

√
3) i −1 +

√
3 = 2

1+
√
3
, svodi na

x+ y
√
3 = ± 1

2k
(1 +

√
3)2k+1.

Oznaqimo (1+
√
3)i = ai + bi

√
3, tako da je y = 1

2k
a2k+1 za neko k. Imamo a0 = 0, a1 = 1,

ai+1 = 2ai+2ai−1. Pretpostavimo da je n > 3, tj. m > 2. Vidimo da 9 | a9 = 2448 = 9·272
i da 9 | ai ako i samo ako 9 | i. Me�utim, jednostavnom indukcijom po i se pokazuje da
je ai+9 ≡ a10ai (mod a9), odakle a9 | a9j za j ∈ Z. Sledi da 16 · 17 = 272 | a9j; dakle, ako
je ai deǉivo sa 9, onda je deǉivo i sa 17. Prema tome, nemogu�e je da y = 1

2k
a2k+1

bude stepen trojke ve�i od 3.

14. Dokazujemo da jednaqina x2 − (n2 − 4)y2 = −1 nema rexeǌa u N za n > 3. Poxto je
x < ny, stavǉaǌem x = ny− z (z > 0) dobijamo −2nyz+ z2+4y2 = −1. Za w = 2y imamo

z2 + w2 + 1 = nzw. (∗)

Pokaza�emo da (∗) nema rexeǌa u Z ni za jedno celo n > 3. Pretpostavimo suprotno i
posmatrajmo rexeǌe (z, w) sa najmaǌim z. Kako je f(w) = f(nz −w) za f(t) = nzt− t2,
par (z, nz − w) je tako�e rexeǌe (∗), pa zbog minimalnosti z va�i nz − w > z, tj.
z 6 w 6 (n− 1)z. Me�utim, tada je z2 +1 = f(w) > f(z) = (n− 1)z2, xto za n > 3 znaqi
da je z = 0, a (∗) nema rexeǌa sa z = 0. Prema tome, jedina mogu�nost je n = 3, i u
tom sluqaju imamo rexeǌa, npr. (x, y) = (2, 1).

Beograd, 2003-2015
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