
Mikelova taqka i Simsonova prava
verzija 2.3: 27.3.2017.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::

Da bismo izbegli razmatraǌe sluqajeva na osnovu rasporeda taqaka, radi�emo sa
orijentisanim uglovima po modulu 180◦.

T.1 (O Mikelovoj taqki). Neka su D,E i F proizvoǉne taqke na pravim BC,CA,AB u
ravni trougla ABC. Tada krugovi AEF , BFD i CDE imaju zajedniqku taqku P .

Dokaz. Neka se krugovi AEF i BDF ponovo seku u taqki P (ako se ovi krugovi dodiruju,
uzimamo P ≡ F ). Tada je ∢DPE = ∢DPF+∢FPE = ∢DBF+∢FAE = ∢CBA+∢BAC =
∢BCA = ∢DCE, xto znaqi da taqka P leжi na krugu CDE. 2

Definicija. Taqka P se zove Mikelova taqka za taqke D,E, F u odnosu na trougao ABC;
trougao DEF je Mikelov trougao za taqku P .

Ako su taqke D,E, F na pravim BC,CA,AB redom kolinearne, onda se ǌihova Mikelova
taqka nalazi na opisanom krugu trougla ABC. Ovako dobijamo jox jedno vaжno tvr�eǌe
o Mikelovoj taqki:

T.2. Neka qetiri prave u opxtem poloжaju odre�uju qetiri trougla. Opisani krugovi
ova qetiri trougla imaju zajedniqku taqku.

Dokaz. Ako posmatramo jedan od ovih trouglova, ta qetiri kruga su u stvari Mikelovi
krugovi za tri kolinearne taqke i opisani krug trougla.

To znaqi da se svaka tri od ova qetiri kruga seku u jednoj taqki, a odatle sledi
tvr�eǌe. 2
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Trougao ABC i taqka P ne odre�uju jednoznaqno Mikelov trougao, ali odre�uju ǌe-
gove uglove. Zaista, ∢DFE = ∢DFP + ∢PFE = ∢DBP + ∢PAE, tj.

∢DFE = ∢APB − ∢ACB,
i analogno ∢EDF = ∢BPC − ∢BAC,

∢FED = ∢CPA− ∢CBA.

(1)

Odavde sledi:

T.3. Ako su D,D′ taqke na pravoj BC, E,E′ na CA i F, F ′ na AB, trouglovi DEF i D′E′F ′

su direktno sliqni ako i samo ako imaju zajedniqku Mikelovu taqku.

U tom sluqaju, rotaciona homotetija sa centrom u P slika jedan u drugi. 2

Definicija. Pedalni trougao taqke P u odnosu na trougao ABC je trougao PaPbPc, gde su
Pa, Pb, Pc redom podnoжja normala iz P na prave BC,CA,AB.
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Poxto je PbPc tetiva kruga nad preqnikom AP sa periferijskim uglom α, vaжi

PbPc = AP sinα.

Prema tome, PbPc : PcPa : PaPb = a · AP : b · BP : c · CP . Odavde tako�e sledi da, za date
x, y, z > 0, u ravni postoji taqka P takva da je PA : PB : PC = x : y : z ako i samo ako su
ax, by i cz stranice trougla.

T.4. Povrxina pedalnog trougla PaPbPc jednaka je 1
4 (1 −

OP 2

R2 )[ABC], gde su O i R centar
i polupreqnik opisanog kruga trougla ABC, a [ABC] ǌegova povrxina.

Dokaz. Neka AP seqe opisani krug u A′. Tada je ∢A′BP = ∢PaPcPb, odakle je [PaPbPc] =
1
2PcPa · PcPb sin∢A

′BP = 1
2PA · PB sinα sinβ sin∢A′BP . Sinusna teorema u △A′BP

daje sin∢A′BP
sin γ = PA′

PB , pa tako dobijamo

[PaPbPc] =
1

2
PA · PA′ sinα sinβ sin γ.

Proizvod PA ·PA′ je, kao potencija taqke
P u odnosu na krug ABC, jednak R2−OP 2,
xto zajedno sa [ABC] = 2R2 sinα sinβ sin γ
daje traжeni rezultat. 2

Posledica. Polupreqnik opisanog kruga trou-
gla PaPbPc je AP ·BP ·CP

2(R2−OP 2) . 2
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Iz relacija (1) sledi da taqke Pa, Pb, Pc leжe na pravoj ako i samo ako taqka P leжi
na opisanom krugu △ABC.

Definicija. Za taqku P na krugu ABC, prava PaPbPc je Simsonova prava taqke P u odnosu
na △ABC.

Na primer, Simsonova prava temena A je visina kroz A, a Simsonova prava taqke
dijametralno suprotne taqki A je prava BC.

T.5. (a) Simsonova prava taqke P u trouglu ABC je paralelna pravoj AAp, gde je Ap

druga preseqna taqka normale iz P na BC sa opisanim krugom.

(b) Ugao izme�u Simsonovih pravih taqaka P i Q jednak je periferijskom uglu nad
tetivom PQ.

Dokaz. (a) ∢ApAB = ∢ApBA + ∢AApB = ∢ApPA + ∢ACB = ∢PaPPb + ∢PbPA + ∢ACB =
∢PbPA = ∢PbPcA, tj. PbPc ‖ ApA

(b) Ako sa ℓp i ℓq oznaqimo Simsonove prave taqaka P i Q redom, a sa Aq drugi
presek normale iz Q na BC sa krugom ABC, na osnovu (a) je ∢(ℓp, ℓq) = ∢(AAp, AAq) =
∢ApAAq = ∢PAQ jer su lukovi PQ i ApAq iste duжine. 2

Taqka P je na opisanom krugu oko △ABC ako i samo ako je ǌena izogonalno spreg-
nuta taqka beskonaqna, tj. izogonalni konjugati pravih AP,BP,CP su paralelni. Lako
se proverava da je tada Simsonova prava taqke P normalna na izogonalne konjugate
AP,BP,CP .

Sledi jox jedno vaжno svojstvo Simsonove prave.

T.6. Neka je H ortocentar trougla ABC i P taqka na ǌegovom opisanom krugu. Tada
Simsonova prava taqke P polovi duж PH.

Dokaz. Oznaqimo sa A′ drugu preseqnu taqku prave AH sa opisanim krugom. Neka prava
PA′ seqe pravu BC i Simsonovu pravu PaPb redom u K i L. Dovoǉno je da pokaжemo
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da je Simsonova prava paralelna sa HK
i da polovi duж PK.

Poxto su taqke P, Pa, Pb i C na krugu, va-
жi ∢PbPaP = ∢PbCP = ∢AA′P = ∢PaPA′,
pa je trougao LPPa jednakokraki sa PL =
PaL. To znaqi da je L sredixte hipote-
nuze PK pravouglog trougla PPaK. Naj-
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zad, kako je HK = KA′, imamo ∢KHA′ = ∢AA′P = ∢PbPaP , pa zbog HA′ ‖ PaP sledi
PaPb ‖ HK. 2

Sredixte duжi PH leжi na slici opisanog kruga pri homotetiji sa centrom H i
koeficijentom 1

2 , a to je Ojlerov krug trougla ABC.

Posledica. Simsonove prave dveju dijametralno suprotnih taqaka P i Q seku se pod
pravim uglom na Ojlerovom krugu. 2

Posmatrajmo qetiri prave u opxtem poloжaju. Po T.2, opisani krugovi trouglova
odre�enih ovim pravim imaju zajedniqku taqku. Podnoжja normala iz te taqke na date
qetiri prave pripadaju zajedniqkoj Simsonovoj pravoj ovih pravih.

T.7. Ortocentri trouglova odre�enih sa qetiri prave u opxtem poloжaju leжe na jed-
noj pravoj (Oberova prava). Ta prava je paralelna ǌihovoj zajedniqkoj Simsonovoj
pravoj.

Dokaz. Oznaqimo sa H1, H2, H3, H4 ortocentre dobijenih trouglova. Neka je P Mikelova
taqka datih pravih, a ℓ ǌihova zajedniqka Simsonova prava. Na osnovu T.6, prava
ℓ polovi duжi PHi (i = 1, 2, 3, 4), pa su taqke Hi kolinearne. Oqito je prava kroz
taqke Hi paralelna sa ℓ. 2

Konfiguraciju qetiri prave ℓ1, ℓ2, ℓ3 i ℓ4 u opxtem poloжaju qesto zovemo kompletnim
qetvorouglom. Neka je ℓ1 ∩ ℓ2 = {A}, ℓ2 ∩ ℓ3 = {B}, ℓ3 ∩ ℓ4 = {C}, ℓ4 ∩ ℓ1 = {D}, ℓ1 ∩ ℓ3 = {E}
i ℓ2 ∩ ℓ4 = {F}. Pod dijagonalama ovog kompletnog qetvorougla podrazumevamo duжi AC,
BD i EF .

Poznato je da sredixta dijagonala potpunog qetvorougla pripadaju jednoj pravoj.
Slede�e tvr�eǌe povezuje ovu pravu sa Oberovom i istovremeno daje drugi dokaz posto-
jaǌa obe prave.

T.8. (Teorema Gaus-Bodenmilera) Krugovi nad dijagonalama datog kompletnog qetvorougla
kao preqnicima imaju zajedniqku radikalnu osu.

Dokaz. Neka je H1 ortocentar i A′, B′, E′ podnoжja visina iz A,B,E redom u trouglu ABE.
Taqke A,B,A′, B′ su na krugu, taqke A,E,
A′, E′ tako�e, pa je H1A · H1A

′ = H1B ·
H1B

′ = H1E · H1E
′. Krug kAC nad preq-

nikom AC prolazi kroz A′, pa je PH1,kAC
=

H1A · H1A
′. Sliqno dobijamo da H1 ima

istu potenciju u odnosu na kBD i kEF .

Analogno, svaki od ortocentara trou-
glova BCF , CDE i DAF ima jednaku po-
tenciju u odnosu na kAC , kBD i kEF , i ne
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poklapaju se svi, dakle ova tri kruga imaju zajedniqku radikalnu osu (koja sadrжi
sva qetiri ortocentra), odakle sledi tvr�eǌe. 2

Posledica. (a) Sredixta X,Y, Z duжi AC, BD i EF su kolinearna (ǋutn-Gausova prava).

(b) Ortocentri trouglova ABE, BCF , CDE i DAF leжe na zajedniqkoj radikalnoj
osi krugova kAC , kBD i kEF .

(c) ǋutn-Gausova prava je normalna na Oberovu pravu, odnosno na zajedniqku Sim-
sonovu pravu kompletnog qetvorougla.

::::::::::::::::::::
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Zadaci

1. Neka je P taqka na opisanom krugu △ABC. Normale iz P na BC,CA,AB ponovo seku
krug u taqkama A1, B1, C1. Dokazati da je △A1B1C1

∼= △ABC.

2. Neka su A,B,C,D,E, F taqka u ravni me�u kojima nikoje tri nisu na pravoj. Ako
krugovi ABC, CDE i EFA imaju zajedniqku taqku, dokazati da i krugovi BCD,
DEF i FAB imaju zajedniqku taqku.

3. Ako se tri kruga seku u taqki koja leжi na istom krugu sa ǌihovim centrima,
dokazati da su ǌihove druge preseqne taqke kolinearne.

4. Ako su D,E i F redom taqke na stranicama BC,CA,AB trougla ABC, dokazati da
centri krugova AEF , BFD i CDE odre�uju trougao direktno sliqan trouglu ABC.

5. (Manhajmova teorema) Ako je M 6= P taqka u ravni i Ma,Mb,Mc preseci pravih
AM,BM,CM sa Mikelovim krugovima AEF,BFD,CDE redom, dokazati da taqke
M,Ma,Mb,Mc leжe na krugu. Xta ako je M beskonaqna taqka?

6. Neka je ABCD tetivan qetvorougao. Prave AB i CD se seku u taqki E, a prave BC
i DA u taqki F . Dokazati da Mikelova taqka pravih AB, BC, CD i DA pripada
duжi EF .

7. (Mikelova teorema o pet krugova) U petouglu A1A2A3A4A5 je Ai−1Ai∩Ai+1Ai+2 = Bi za
i = 1, . . . , 5 (indeksi su po modulu 5). Krugovi Bi−1Ai−1Ai i BiAiAi+1 seku se ponovo
u Ci. Dokazati da su taqke C1, . . . , C5 koncikliqne.

8. (a) Dokazati da su pedalni trouglovi taqaka P i P ′ u trouglu ABC indirektno
sliqni ako i samo ako je P ′ inverzna slika taqke P u odnosu na opisani krug △ABC.

(b) Ako su A′, B′, C′, D′ slike taqaka A,B,C,D redom pri nekoj inverziji, tada je
pedalni trougao taqke A′ u odnosu na △B′C′D′ indirektno sliqan pedalnom trouglu
taqke A u odnosu na △BCD.

9. Ako za taqke M i N u ravni trougla ABC vaжi AM : BM : CM = AN : BN : CN ,
dokazati da je taqka N inverzna slika taqke M u odnosu na opisani krug △ABC.

10. Neka su H ortocentar, a O i R redom centar i polupreqnik opisanog kruga trougla
ABC. Taqke D, E i F su simetriqne taqkama A, B, C u odnosu na prave BC, CA i
AB, redom. Dokazati da su taqke D, E i F kolinearne ako i samo ako je OH = 2R.

11. Qetvorougao ABCD je upisan u krug. Dokazati da se Simsonove prave ℓ(A,BCD),
ℓ(B,CDA), ℓ(C,DAB) i ℓ(D,ABC) seku u jednoj taqki.

12. Date su razliqite taqke A1, B1, C1 na opisanom krugu trougla ABC tako da vaжi
ÂA1+ B̂B1+ ĈC1 ≡ 0◦ (zbir orijentisanih lukova). Dokazati da se Simsonove prave
za taqke A1, B1 i C1 u odnosu na △ABC seku u jednoj taqki.

13. (a) Neka je P taqka na opisanom krugu tetivnog qetvorougla ABCD. Dokazati da
podnoжja normala iz taqke P na Simsonove prave ℓ(P,ABC), ℓ(P,ABD), ℓ(P,ACD) i
ℓ(P,BCD) pripadaju istoj pravoj. (Simsonova prava u qetvorouglu)

(b) Dokazati da se analogno moжe induktivno definisati Simsonova prava taqke P
u tetivnom n-touglu, kao prava koja sadrжi podnoжja normala iz P na Simsonove
prave u svim (n− 1)-touglovima odre�enim ǌegovim temenima.

14. Dat je trougao ABC. Na�i geometrijsko mesto centara svih jednakostraniqnih
trouglova PQR sa temenima P,Q,R na pravim BC,CA,AB, redom.

15. Neka je O centar opisanog kruga oxtrouglog trougla ABC. Krug kroz taqke C i O
seqe stranice CB i CA redom u taqkama D i E. Dokazati da ortocentar trougla
ODE leжi na pravoj AB.
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16. Taqke D,E, F na stranicama BC,CA,AB trougla ABC su takve da je trougao DEF
sliqan trouglu ABC. Ako se ortocentri trouglova ABC i DEF poklapaju, dokazati
da je △ABC jednakostraniqan.

17. Taqke D,E, F na stranicama BC,CA,AB trougla ABC su takve da je trougao DEF
sliqan trouglu ABC. Ako se centri upisanih krugova trouglova ABC i DEF pok-
lapaju, dokazati da je △ABC jednakostraniqan.

18. U oxtrouglom trouglu ABC sa AC 6= BC taqke D, E i F su redom sredixta stranica
BC, CA i AB, a K je podnoжje visine iz C. Krugovi opisani oko trouglova AEK i
BDK se seku u taqki P 6= K. Dokazati da je ∢ACP = ∢FCB.

19. Neka su taqke P i Q izogonalno spregnute u odnosu na trougao ABC. Dokazati da
ǌihovi pedalni trouglovi imaju zajedniqki opisani krug.

20. Neka je O centar opisanog kruga oxtrouglog trougla ABC. Taqke P i Q na strani-
cama AB i AC redom su takve da je ∢BOP = ∢ABC i ∢COQ = ∢ACB. Dokazati da
prava simetriqna pravoj BC u odnosu na pravu PQ dodiruje opisani krug trougla
APQ.

21. Taqka D leжi na stranici BC trougla ABC. Prava AD ponovo seqe opisani krug
trougla ABC u X. Neka su P i Q podnoжja normala iz X na AB i AC redom, i γ
krug nad preqnikom XD. Dokazati da prava PQ dodiruje γ ako i samo ako AB = AC.

22. Dat je oxtrougli trougao ABC. Taqka N je takva da je ∢NBA = ∢NCA = 90◦, a D i
E su taqke na stranicama AC i AB, redom, takve da je ∢BNE = ∢CND. Prava DE
seqe pravu BC u taqki F , a K je sredixte duжi DE. Ako je X 6= A taqka preseka
krugova ABC i ADE, dokazati da je ∢KXF = 90◦.

23. Neka su O i I redom centri opisanog i upisanog kruga trougla ABC. Taqke D,E i
F na stranicama BC,CA i AB redom su takve da je BD+BF = CA i CD+CE = AB.
Opisani krugovi trouglova BFD i CDE seku se u taqki P 6= D. Dokazati da je
OP = OI.

24. Taqke A1, B1 i C1 su odabrane redom na stranicama BC, CA i AB trougla ABC.
Opisani krugovi trouglova AB1C1, BC1A1 i CA1B1 ponovo seku opisani krug trougla
ABC u taqkama A2, B2 i C2, redom. Ako su taqke A3, B3, C3 redom simetriqne
taqkama A1, B1, C1 u odnosu na sredixta stranica BC, CA, AB, dokazati da su
trouglovi A2B2C2 i A3B3C3 sliqni.

::::::::::::::::::::

Rexeǌa

1. Tvr�eǌe sledi iz ∢A1C1B1 = ∢A1PB1 = ∢ACB (uglovi sa normalnim kracima) i
analognih jednakosti.

2. Neka je P zajedniqka taqka krugova ABC i CDE. Krug EFA prolazi kroz taqku P
ako i samo ako je ∢AFE = ∢APE = ∢APC + ∢CPE = ∢ABC + ∢CDE (orijentisani
uglovi po modulu 180◦!), tj. ∢ABC + ∢CDE + ∢EFA = 0. Tada je tako�e ∢BCD +
∢DEF + ∢FAB = 0, pa krugovi BCD, DEF i FAB imaju zajedniqku taqku.

3. Neka su A, B i C centri datih krugova, a ǌihova zajedniqka taqka P na krugu ABC.
ǋihove druge preseqne taqke P1, P2, P3 su simetriqne taqki P u odnosu na prave AB,
AC i BC. Kako podnoжja normala iz P na AB,AC i BC leжe na istoj pravoj, taqke
P1, P2, P3 su tako�e kolinearne.
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4. Oznaqimo centre trouglova AEF,BFD,CDE redom sa Oa, Ob, Oc. Neka se krugovi
AEF,BFD,CDE seku u taqki P . Kako je ∢AEP = ∢BFP = ∢CDP , jednakokraki
trouglovi AOaP , BObP i COcP su direktno sliqni, pa je △OaObOc slika trougla
ABC pri obrtnoj homotetiji oko taqke P .

5. Jednostavan raqun uglova: ∢PMaM = ∢PMaA = ∢PFA = ∢PDB = ∢PMbM =
∢PEC = ∢PMcM , pa taqke Ma,Mb,Mc leжe na krugu koji prolazi kroz P i M .

Ako je M beskonaqna taqka, onda je i krug “beskonaqan”, tj. taqke Ma,Mb,Mc i P
leжe na pravoj.

6. Ako se krugovi BCE i CDF seku u taqki P , onda je ∢CPE = ∢ABC i ∢CPF = ∢ADC.
Odatle je ∢EPC + ∢CPF = 180◦, tj. P je na duжi EF .

7. Pokaжimo da su taqke C1, C2, C3, C4 na krugu; tvr�eǌe zadatka �e slediti po analogiji.
Treba da pokaжemo da je ∢C2C3C4 + ∢C2C1C4 = 180◦.

Imamo ∢C2C3C4 = ∢C2C3A3 + ∢A3C3C4 =
∢C2A2B1 + ∢A3B3C4, pa je ∢C2C3C4 +
∢C4C1C2 = ∢C2C1B1+∢C4C1C2+∢A3B3C4

= ∢C4C1B1 + ∢B1B3C4; zato je dovoǉno
pokazati da su taqke C1, B1, B3, C4 koncik-
liqne.

Ispostavǉa se da se zajedno sa taqkama
C1, B1, B3, C4 na krugu nalazi i taqka A5.
Pokaжimo da je C4 (i C1, analogno) na
krugu B1B3A5. Zaista, vaжi ∢B1B3C4 =

A1

A2

A3

A4A5

B1
B2

B3

B4

B5

C1

C2

C3

C4

C5

180◦ −A3A4C4 = ∢C4A4B4 = ∢C4A5B4 = 180◦ − ∠C4A5B1, xto nam je i trebalo.

8. (a) Na osnovu T.3, za datu taqku P , taqka P ′ sa traжenom osobinom je jedinstvena.

Oznaqimo sa Pa, Pb, PC i P ′

a, P
′

b, P
′

c redom podnoжja normala iz P i P ′ na BC,CA,AB,
a sa O centar opisanog kruga △ABC. Ako je P ′ inverzna slika taqke P u odnosu na
krug ABC, onda je ∢P ′

aP
′

bP
′

c = ∢AP ′C − ∢ABC = ∢AP ′O + ∢OP ′C − ∢ABC = ∢OAP +
∢PCO −∢ABC = ∢AOC +∢CPA−∢ABC = ∢ABC − ∢APC = −∢PaPbPc. Sliqno je i
∢P ′

bP
′

aP
′

c = −∢PbPaPc, pa su trouglovi PaPbPc i P ′

aP
′

bP
′

c indirektno sliqni.

(b) Ako je O centar inverzije, imamo ∢A′

bA
′

cA
′

d = ∢B′A′D′ − ∢B′C′D′ = ∢B′A′O +
∢OA′D′ − ∢B′C′O − ∢OC′D′ = ∢OBA + ∢ADO − ∢OBC − ∢CDO = ∢CBA + ∢ADC =
∢BCD − ∢BAD = −∢AbAcAd.

9. Kako je (a · AM) : (b · BM) : (c · CM) = MbMc : McMa : MaMb i (a · AN) : (b · BN) :
(c · CN) = NbNc : NcNa : NaNb, sledi da su trouglovi MaMbMc i NaNbNc sliqni. Na
osnovu prethodnog zadatka i T.2, ili je N ≡ M , ili je N inverzna slika taqke M .

10. Primenimo homotetiju sa centrom u teжixtu G trougla ABC i koeficijentom −1/2.
Taqke A,B,C se slikaju redom u sredixta A′, B′, C′ stranica BC,CA,AB, H se slika

u O, a taqke D,E, F u taqke D′, E′, F ′ si-
metriqne taqkama A′, B′, C′ u odnosu na
B′C′, C′A′, A′B′.

Posmatrajmo trougao A1B1C1 takav da
su A,B,C sredixta duжi B1C1, C1A1 i
A1B1, redom. Kako prave A′D′, B′E′ i
C′F ′ prolaze kroz taqku O, taqke D′, E′,
F ′ su podnoжja normala iz O na prave
B1C1, C1A1 i A1B1. Taqke D,E, F su ko-
linearne ako i samo ako su to i D′, E′, F ′,
a to po tvr�eǌu o Simsonovoj pravoj

A

B C

D

E

F

A′

B′C′

A2

B2C2

G

H

O

D′

E′

F ′
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vaжi ako i samo ako O leжi na opisanom krugu k trougla A1B1C1. Krug k ima centar
H i polupreqnik 2R, i odavde sledi tvr�eǌe.

11. Na osnovu T.6, prava ℓ(A,BCD) prolazi kroz sredixte M duжi AHa, gde je Ha

ortocentar trougla BCD. Ako je O centar kruga ABCD, vaжi
−−→
OHa =

−−→
OB+

−−→
OC+

−−→
OD

(po Hamiltonovoj teoremi), odakle je
−−→
OM =

−−→
OA+

−−−→
OHa

2 =
−−→
OA+

−−→
OB+

−−→
OC+

−−→
OD

2 . Zbog simet-
rije, ostale tri Simsonove prave prolaze kroz istu taqku M .

12. Oznaqimo sa ℓa, ℓb i ℓc redom Simsonove prave taqaka A1, B1 i C1. Lako se dokazuje

(npr. korix�eǌem T.5) da je ℓa ⊥ B1C1.
Pritom ℓa prolazi kroz sredixte A2

duжi A1H. Uz analognu definiciju B2

i C2, to znaqi da je ℓa visina iz A2 u
trouglu A2B2B2. Sliqno vaжi za ℓb i ℓc,
pa sve tri Simsonove prave prolaze kroz
ortocentar trougla A2B2C2.

A
B

C

A1

B1

C1

A2 B2

C2

H

ℓaℓb

ℓc

13. (a) Projekcije B1, C1, D1 taqke P na prave AB,AC,AD, redom, leжe na krugu nad
preqnikom AP . Prave B1C1, C1D1 i D1B1 su Simsonove prave taqke P u trouglovima
ABC, ACD i ABD redom. Projekcije taqke P na te tri Simsonove prave leжe na
Simsonovoj pravoj taqke P u trouglu B1C1D1. Analogno, projekcija na qetvrtu
Simsonovu pravu je na istoj pravoj.

(b) Neka je P taqka na opisanom krugu n-tougla A1A2 . . . An, Projekcije B2, B3, . . . , Bn

na prave A1A2, A1A3, . . . , A1An redom leжe na krugu nad preqnikom A1P . Dokaza�emo
indukcijom da se Simsonova prava taqke P u n-touglu A1A2 . . . An poklapa sa Sim-
sonovom pravom taqke P u (n−1)-touglu B2B3 . . . Bn. Baza n = 4 je dokazana u delu (a).
Po induktivnoj pretpostavci, Simsonova prava u (n−1)-touglu A1A3 . . . An se poklapa
sa Simsonovom pravom u (n − 2)-touglu B3B4 . . . Bn. Sledi da projekcije taqke P na
Simsonove prave (n− 1)-touglova dobijenih brisaǌem jednog od temena A2, . . . , An (a
analogno i brisaǌem temena A1) iz n-tougla A1A2 . . . An leжe na Simsonovoj pravoj
u (n− 1)-touglu B2B3 . . . Bn.

14. Po T.2, svi trouglovi PQR imaju zajedniqku Mikelovu taqku M koja zadovoǉava
∢BMC = α + 60◦ i ∢CMA = β + 60◦. Obrtna homotetija sa centrom M koja slika
△MaMbMc u △PQR tako�e slika centar O trougla MaMbMc u centar Z trougla
PQR. Pritom su trouglovi MMaP i MOZ sliqni, pa je ∢MOZ = 90◦. Dakle, taqka
Z leжi na pravoj kroz O normalnoj na MO, i to je traжeno geometrijsko mesto.

15. Posmatrajmo taqku F 6= A u kojoj krug AEO seqe stranicu AB. Tada je O Mikelova

taqka za taqke D,E, F , pa F tako�e leжi
na krugu BDO. Iz ∢DEF = ∢AOC −
∢ABC = ∢ABC = 90◦ − ∢OCA = 90◦ −
∢ODE sledi da je EF ⊥ DO. Analogno
vaжi DF ⊥ EO, pa je F ortocentar trou-
gla ODE. A B

C

D

E

F

O

16. Mikelova taqka P za taqke D,E, F zadovoǉava ∢APB = ∢ACB + ∢DFE = 2∢ACB, i
sliqno ∢BPC = 2∢BAC; sledi da je P ≡ O centar opisanog kruga trougla ABC. Po
prethodnom zadatku, O je ortocentar trougla DEF , a O se poklapa sa ortocentrom
△ABC ako i samo ako je △ABC jednakostraniqan.

17. Centar opisanog kruga O je Mikelova taqka za D,E, F . Ako su A1, B1, C1 redom
sredixta stranica BC,CA,AB, trougao DEF je slika trougla A1B1C1 pri obrtnoj
homotetiji sa centrom O. Ako su I, I1 i J redom centri upisanih krugova trouglova
ABC, A1B1C1 i DEF , onda je △OA1D ∼ △OI1J , pa je ∢OI1J = 90◦. Me�utim, mi
�emo pokazati da u nejednakostraniqnom trouglu ABC vaжi ∢OI1I 6= 90◦, odakle �e
slediti I 6= J .
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Homotetija sa centrom u teжixtu T trougla ABC i koeficijentom −2 slika I1 u I
i O u H. Zato treba pokazati da je ∢TIH 6= 90◦. Oznaqimo sa E sredixte duжi OH,

a sa R i r polupreqnike opisanog i upisanog kruga △ABC. Kako je
−→
IH = 2

−→
IE −

−→
IO

i
−→
IT = 2

−→
IE+

−→
IO

3 , koriste�i poznate jednakosti OI2 = R2 − 2Rr i IE = R
2 − r dobijamo

−→
IH ·

−→
IT = 1

3 (4IE
2 − IO2) = − 2

3r(R − 2r) < 0, tako da je cos∢TIH < 0, tj. ∢TIH > 90◦.

18. Neka je Q taqka takva da su trouglovi CEQ i CFB direktno sliqni. Iz ∢ECQ =

∢FCB sledi ∢QCD = ∢ACF , a tako�e je
QC
CD = QC

CE · AC
BC = BC

CF · AC
BC = AC

CF , pa su i
trouglovi QCD i ACF direktno sliqni.

Obrtna homotetija sa centrom u C koja
slika △CEQ u △CFB tako�e slika A u
taqku C′ simetriqnu taqki C u odnosu
na F . Zato je ∢AQE = ∢C′BF = ∢A =

A

BC

C′

D

E
F

K

Pβ

β

α

α

α

α

∢AKE, pa taqka Q leжi na krugu AKE. Sliqno, Q je na krugu BKD, pa je Q ≡ P .

19. Neka je G podnoжje normale iz P na AB, a H, I podnoжja normala iz Q na CB i
CA redom. Qetvorouglovi AEPG i AFQI su sliqni, pa vaжi ∢AEG = ∢AFI, dakle
taqke E,F,G, I leжe na nekom krugu k. Analogno, taqke D,E, I,H leжe na nekom
krugu k1, a taqke D,H,F,G na nekom krugu k2. Ako su krugovi k, k1 i k2 razliqiti,
radikalne ose po dva od ovih krugova su prave AB,BC i CA, xto je nemogu�e jer
radikalne ose pripadaju istom pramenu. Sledi da je k1 ≡ k2 ≡ k, dakle sve taqke
D,E, F,G,H, I su na istom krugu.

20. Uglove △ABC oznaqavamo uobiqajeno sa α, β, γ. Kako je ∢POQ = 360◦ − ∢BOP −
∢COQ − ∢BOC = 180◦ − α, taqke A,P,O,Q su na istom krugu. Posmatrajmo taqku

T 6= C na pravoj BC takvu da je PT = PB.
Iz ∢BTP = ∢BOP sledi da su taqke O,
P,B, T na krugu, pa je O Mikelova taqka
za P,Q, T . Odavde su i taqke O,Q,C, T
koncikliqne, pa imamo ∢PTQ = ∢BOC −
∢BAC = α. Prema tome, krug PQT je si-
metriqan krugu APQ u odnosu na pravu
PQ.

Ostaje da primetimo da prava BC dodi-

A

B C

O

P Q

T

ruje krug PQT : zaista, ∢PQT = ∢AOC − ∢ABC = β = ∢PTB. Odavde odmah sledi
tvr�eǌe zadatka.

21. Neka je R podnoжje normale iz X na BC - tada je PQR Simsonova prava taqke X.

Ta prava dodiruje γ, tj. krug XDR, ako
i samo ako je ∢PRD = ∢RXD. Imamo
∢PRD = ∢PXB = 90◦ − ∢XBA = 90◦ −
∢XBC + ∢ABC = 90◦ − ∢DAC + ∢ABC
i ∢RXD = 90◦ − ∢ADB = 90◦ + ∢BCA −
∢DAC, dakle ∢PRD = ∢RXD ako i samo
ako je ∢ABC = ∢BCA, tj. AB = AC.

A

B
C

D

P

Q

R

X

γ

22. Oznaqimo sa M sredixte stranice BC. Ako sa D′ i E′ oznaqimo redom projekcije
taqaka D i E na pravu BC, onda je BE′ = BE cosβ = BNtgx cosβ i analogno CD′ =
CNtgx cos γ, gde je x = ∢BNE = ∢CND, pa kako je po sinusnoj teoremi BN/CN =
cos γ/ cosβ, sledi BE′ = CD′ i odatle MD′ = ME′. Prema tome, projekcija taqke K
na pravu CD je taqka M .

Kako je ∢XED = ∢XAC = ∢XBC (pretpostavǉaju�i da je X na kra�em luku AC)
i sliqno ∢XDE = ∢XCB, trouglovi XBC i XED su sliqni. Zato su i trouglovi
XKD i XMC sliqni, pa je ∢XKF = ∢XKD = ∢XMC = ∢XMF . Sledi da su taqke
X,K,M i F koncikliqne, pa je ∢KXF = ∢KMF = 90◦.
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23. Oznaqimo sa B′ i C′ redom taqke u kojima krugovi BDF i CDE ponovo seku prave BI
i CI. Kako je B′D = B′F = DF

2 cos(β/2) , iz Ptolomejeve teoreme u qetvorouglu BDB′F

dobijamo da je BB′ = BF+BD
2 cos(β/2) = AC

2 cos(β/2) . Analogno je CC′ = AB
2 cos(γ/2) , tj. taqke B′ i

C′ ne zavise od izbora taqaka D,E, F .

U orijentisanim uglovima po modulu
180◦ imamo ∢B′PC′ = ∢B′PD + ∢DPC′ =
∢B′BD + ∢DCC′ = ∢B′IC′, xto znaqi da
taqke B′, C′, I, P leжe na istom krugu k.
Ostaje da pokaжemo da je upravo O cen-
tar kruga k.

Ako prava BI seqe opisani krug trougla
ABC u taqki M 6= B, onda je MB′ = MA =

A

B

B′

C

C′

D

EF
I

M

O P

AC
2 cos(β/2) = BI, pa su trouglovi OBI i OMB′ podudarni i odatle OI = OB′. Sliqno

je OI = OC′, pa je O centar kruga k.

24. Po T.5, ugao A2C2B2 je jednak uglu izme�u Simsonovih pravih za taqke A2 i B2 u

odnosu na △ABC. Daǉe, taqka A2 je Mi-
kelova taqka pravih BC, CA, AB i B1C1,
pa je po posledici T.8 Simsonova prava
ℓa te taqke normalna na ǋutn-Gausovu
pravu za ove qetiri prave, tj. na pravu
koja spaja sredixta B′ i C′ duжi BB1 i
CC1, redom. Analogno, Simsonova prava
ℓb taqke B2 u odnosu na △ABC je nor-
malna na pravu A′C′. Odavde sledi da
je ∢A2C2B2 = ∢(ℓa, ℓb) = ∢A′C′B′. Sliqno

A

B CA1

B1

C1

A2

B2

C2

A3

B3

C3

A′

B′

C′

vaжi ∢B2A2C2 = ∢B′A′C′, tako da je △A2B2C2 ∼ △A′B′C′.

Najzad, vaжi
−−→
A′C′ = 1

2 (
−→
AC +

−−−→
A1C1) = − 1

2

−−−→
A3C3, sliqno vaжi

−−−→
B′C′ = − 1

2

−−−→
B3C3, pa je

trougao A′B′C′ sliqan trouglu A3B3C3.

Beograd, 2012-2017
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