Mukenosa Ttauka u CuMcoHOBA IIpaBa
Bep3uja 2.3: 27.3.2017.

Lhywarn bByxuh

la ©ucmo m3bersu pasMarpame cilydajeBa Ha OCHOBY pacIopela Tadyaka, paauhieMo ca
OPUMjEeHTUCAHUM YyTJIOBUMA 110 MOIyiy 180°.

T.1 (O Muxenosoj mauwxu). Hera cy D,E n F mpoussosmue tauke Ha npasuMm BC,CA, AB y
pasuu tpoyraa ABC. Tana kpyrosu AEF, BFD u CDFE umajy 3ajenauukry tadry P.

Joxas. Hera ce kpyrosu AEF u BDF nonoBo cexy y Tauku P (ako ce 0BU KPYTOBU IOOUDY]Y,
y3umamo P = F). Tana je <DPE = <DPF+<FPFE = <DBF+<FAE = <CBA+<BAC =
<BCA = <«DCFE, mro 3naun na tadka P aexu ma kpyry CDE. O

Lepunuyuja. Taura P ce 30Be Muxenosa mauxa 3a tauke D, E, F'y onnocy na tpoyrao ABC|
tpoyrao DEF je Muxenos mpoyzao 3a taury P.

Axo cy raure D, E, F ua npasum BC,C A, AB penom rosnuneapHe, ouaa ce muxosa Mukesosa
TauKa HAJA3W HA OmucaHoM Kpyry tpoyriaa ABC. Oako mobujaMo jour jeqHo BaskHO TBpDheme
0 MuxkenoBoj Tauku:

T.2. Heka dermpum mpaBe y ommreM HOJO:Xajy oapebDyjy derupu tpoyraa. Omnmcanu KpyroBsu
OBa YEeTUPU TPOYIJa MMAjy 3ajeTHUYKY TAUKY.

Joxas. Ako mocmaTpamo jegaH o1 OBUX TPOYTJIOBAa, Ta YETUPU KPyra Cy y cTBapu MukenoBu
KPYTOBU 3a TPU KOJUHEAPHE TAUKE U ONMCAHU KPYT TPOyTIJa.

To 3maum na ce cBaka TpU OJ OBa YETUPU KPyra CEKy y jeNHO] TAUuKW, a ONAaTJe CJenu
TBpbheme. O

(a) MukenoBa Tauka y TPOYTILY (6) Muxenosa Tauka 4 mpase

Tpoyrao ABC u taurka P me onpebyjy jemmosumauno Mukesos Tpoyrao, amau onpelyjy me-
rose yraose. 3aucrta, <DFFE = <DFP + <PFE =<DBP + <PAE, Tj.

<DFE = <APB — <ACB,
U AHAJOTHO <EDF = «BPC — <BAC, (1)
<FED = <CPA — <CBA.

Onasne caenu:

T.3. Ako cy D, D’ rauke na npasoj BC, E,E' na CA u F, F’' na AB, tpoyrnosu DEF u D'E'F’
Cy OUPEKTHO CJIMYHU aKO M CAMO aKO UMa]y 3ajelHUYKy MUKEeJOBY TauKy.

Y ToMm caydajy, poTalmuoHa XOMOTETHja ca IneHTpoM y P caumka jemam y apyru. O

Legunuyuja. Iedarnu mpoyeao Tauxke Py omnocy Ha tpoyrao ABC je tpoyrao P,P,F., rue cy
P,, Py, P, penom nonuo:xja HopMmata u3 P na npase BC,CA, AB.



[Momro je P,P. tetuBa kpyra Han npednnkoM AP ca mepuepujckuM yrioM «, BasKu
PP, = APsina.

IIpema Tome, P,P.: P.P, : P,P,=a-AP :b-BP : c-CP. Opnasne takobe cnemu ma, 3a mare
x,y,z > 0, y paBuu noctoju tauka P takBa na je PA: PB: PC =x:y:z ako U CaMO aKO Cy
ax, by u cz crpaHune Tpoyria.

T.4. Tloppumua nenasuor tpoyraa P,P,P. jennaka je i(l — OR—IZQ)[ABC], rae cy O u R nenrtap

¥ mosynpevHur onucanor kpyra tpoyriaa ABC, a [ABC| merosa nmospmusa.

Noxas. Hexa AP ceue onucanu kpyr y A’. Tana je <A'BP = <P,P.P,, onakue je [P,P,P.] =

1PP P.Pysin<A’'BP = 1PA PBsinasin §sin<<A’'BP. CI/IHyCHa teopema y AA'BP

naje % = 1;% , Ta, TaKO mobujamo

1
[P,PyP.| = EPA - PA’ sin asin Bsin 7.

IIpousson PA-PA’ je, Kao moTeHnuja Tadke
P y onmocy ua kpyr ABC, jemnax RZ—OP2,
mro 3ajemmo ca [ABC] = 2R%sinasin Bsiny
naje TpasKkeH! pe3yaTrarT. [

Hocaeduya. Tonynpeynur onucaHor Kpyra Tpoy-

. AP-BP.CP
rJja PanPC je MTOSQ) O

N3 penammja (1) crenu na rauke P,, Py, P. neske Ha IpaBoj ako U caMO ako Tadka P jiexu
Ha ommcanoM Kpyry AABC.

Ledunuyuja. 3a rauxy P wa xpyry ABC, npasa P, P, P, je Cumconosa npasa tause Py onHocy
na AABC.

Ha mpumep, Cumconoa npasa Temena A je Bucuua kpo3 A, a CuMCOHOBa mpaBa Tauke
nujamerpasao cynporae tauku A je mpasa BC.

T.5. (a) CumconoBa mpasa tauke P y tpoyriy ABC je mapamemnna mpasoj AA,, rme je A,
opyra mnpecedna tauvka Hopmase u3 P ma BC ca onucaHUM KPyroM.

(6) ¥Yrao uamehy CumconoBux mpasux Tavaka P u @ jenHak je mepudeprjckoM yriry Ha.
tetuBoM PQ.

Jloraz. () <AyAB = <A,BA + <AA,B = <A,PA + <ACB = <P,PP, + <P,PA + <ACB =
<PyPA = <«P,P.A, 1j. PP, || ApA

(6) Aro ca ¢, u £, o3naunmo CumcoHoBe mpase tadaka P u () penom, a ca A, apyru
npecek HopMadte u3 @ ua BC ca kpyrom ABC, Ha ocHOBy (a) je (€, {y) = <(AA,, AA,) =
<ApAA, = <PAQ jep cy nyxoBu PQ u ApA, ucre nyxune. O

Taurka P je ma omucanoM Kpyry oko AABC ako # caMO akO je HmeHa M30TOHAJIHO CIPEr-
HyTa Tauyka OECKOHAYHA, Tj. M30roHAJHU KoHjyratu npasux AP, BP,CP cy napauenxuu. Jlako
ce mpoBepaBa na je tanza CumcoHoBa mpaBa Tadke P HOpMAajHA Ha M30TOHAJHE KOHjyrare

AP, BP,CP.

Cnenu jom jemuo Ba:kHO cBOjcTBO CHMCOHOBE IpasBe.

T.6. Hera je H oprouenrap tpoyriaa ABC u P Tauka Ha HErOBOM ONMCAHOM Kpyry. Tamna
CumconoBa npasa tauke P mosnosu nysx PH.

Zoxas. Oszmaummo ca A’ npyry mpeceuny tauky npase AH ca onmcamum Kpyrom. Heka mpasa
PA’ ceue npaBy BC u CumconoBy npasy P, P, penomy K u L. IloBOJBHO je ma MOKamKeMO



na je CumconoBa npasa napajgensa ca HK
u na moisoBu ay:xk PK.

ITomwro cy raure P, P,, P, u C Ha KpyTry, Ba-
swu <{P,P,P = <P,CP = <AA'P = «P,PA’,
na je tpoyrao LPP, jemnakokparu ca PL =
P,L. To 3unauu na je L cpepumire xumore-
my3e PK mpasoyrior rpoyraa PP,K. Haj- D
3an, kako je HK = KA’ nmamo <KHA' = <AA'P = «P,P,P, na 36or HA' | P,P caemn
PP || HK. O

Cpemumire ny:ku PH Jiesky Ha CJIWIM OMKUCAHOT KPyra MPU XOMOTETUjU ca IeHTpoM H u

KOe(pUIUjEeHTOM %, a To je Ojaepos kpyr Tpoyraa ABC.

IHocaeduya. CuMcOHOBe TpaBe ABejy AUjaMETPAJHO CYNPOTHUX Tavaka P m () ceky ce mon
npasuM yriaoMm Ha OjaepoBoM Kpyry. O

ITocmaTpajmMo verupu mpase y ommTeMm moaokajy. I[lo T.2, ommcamm Kpyrosu TPOYIJIOBa
onpebenux OBMM mpaBuM MMAjy 3ajeqHUUYKY Tadky. [lomHO:Kja HOpMAaJa M3 Te TAUYKe HA IATe
JeTupU mpasBe npunanajy 3ajesanvkoj CHMCOHOBOj MIpaBOj OBUX IPABUX.

T.7. OprouenTpu TpoyrioBa onpeheHux ca dyeTupu OpaBe y OIINTEM IOJOKA]y JeKe Ha jel-
Hoj mpasoj (Obeposa npasa). Ta mpasa je mapanensa BUX0BOj 3ajemanuro] CuUMCOHOBO]
IpaBoj.

Zoxasz. Osmauumo ca Hy, Ho, H3, Hy oprouenTpe mobujernux TpoyrioBa. Heka je P Mukenosa
Tayka JaTUX npaBux, a ¢ muxoBa 3ajemamura CumconoBa mpasa. Ha ocuoBy T.6, npasa
¢ nonosu nysku PH; (i = 1,2,3,4), na cy rauke H; ronuneapue. Ouuto je mpasa Kpo3
tauke H; mapasenna ca (. O

Kou¢uryparmmujy yerupu npase {1, {3, {3 1 {4 y OOIMITEM HOJIOKA]Y IECTO 30BEMO KOMNAEMHUM
wemeopoyzaom. Hera je 64 Nly = {A}, laNls ={B}, 3Nty ={C}, t4n¥ty ={D}, t4N¥3 ={E}
u by Nly ={F}. ox dujazonasama OBOT KOMILIETHOT 4eTBOPOyrJa moapasymesamo aysxku AC,
BD u EF.

ITosmaTo je ma cpemumiTa aujaroHaJja MOTIYHOr YETBOPOYTJa MPUIANA]y jeOHO] MPaBoj.
Cunenehe tBpheme nmosesyje oBy npaBy ca OGepoBOM 1 UCTOBPEMEHO JAaje APYTHU MOKA3 IIOCTO-
jama obe mpase.

T.8. (Teopema Iayc-Bodenmuaepa) Kpyrosu nan nujarosanamMa DaTor KOMIUIETHOI Y€TBOPOYIIIA
Ka0 IPEYHUNNMa UMajy 3ajeTHUYKY PaIUKAJIHY OCY.

Zoxas. Hera je H; oprouentap u A, B, E' nomnoxja sucuna uz A, B, E penom y Tp%rny ABE.
Taure A, B, A’, B’ cy na xpyry, tauke A, E, N\ N9 _~Hs
A’ E' rakobe, ma je H{A- HHA' = H\B -
H\B'" = HiE - HiE'. Kpyr kac manm mpeu-
ukoM AC nponasu kpo3 A, na je Pu, gao =
H1A- HiA'. Ciouuno mobujamo ma Hp mma
UCTYy IOTEHIWjy Y OnHOCY Ha kpp U KgF.

AHAJOTHO, CBAaKM O OPTONEHTAPA TPOY-
rnoBa BCF, CDE n DAF uma jemHary mo-
TeHIujy y omHocy Ha kac,kpp u kgpp, 1 He F Z\ E
MOKJIANIA]Y Ce CBH, JAKJIe OBa TPY KPyra MMajy 3ajeIHUYKy pagukaihy oy (Koja campiku
CBa YeTUPU OPTOUEHTPA), ONakyIe cienn TBpheme. O

Ilocaeduya. (a) Cpemnmra XY, Z nyswu AC, BD u EF cy komuneapua (Fbymn-Iaycosa npaea).

(6) Oprouentpu tpoyraosa ABE, BCF, CDE u DAF nexe Ha 3ajeJHUYKO] PaJUKAJHO]
ocu Kpyrosa kac, kpp u kpp.

(n) lbyru-Taycosa npasa je Hopmasna Ha OGepoBy mpaBy, OMHOCHO Ha 3ajenanury Crm-
COHOBY TIPaBY KOMIIJIETHOT YE€TBOPOYTJIA.
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3amamu

. Heka je P Taura ma onucanom kpyry ANABC. Hopwmasne usz P ua BC,CA, AB noHOBO ceky

kpyr y taukama A, By, C;. Ilokazatu na je AA1B1Cy =2 AABC.

. Heka cy A,B,C,D, E,F Ttauka y paBau Mehy kojuma HUKOje Tpu HUCY HA TpaBoj. AKO

kpyrosu ABC, CDFE u EFA wuwmajy 3ajemHuury Taury, mokazatu na u kpyrosu BCD,
DEF n FAB nMvajy 3ajeqHUYKY TAdKYy.

. AKO ce Tpm Kpyra ceky y TadYKM KOja JIEKM HA KWCTOM KPYTy Ca IHBUXOBUM LEHTPUMA,

JOKa3aTU Ja Cy BbUXOBE APpYyTe IMpeCceyHe TaYKe KOJUHEapHEe.

. Axo cy D,E u F penom taure na crpanurnama BC,CA, AB tpoyraa ABC, noka3atu na

uentpu kpyrosa AEF, BFD u CDFE onpebyjy Tpoyrao mupektHo caundan tpoyray ABC.

(Manzajmosa meopema) Aro je M # P raura y pasam u M,, My, M. npeceru mpasux
AM,BM,CM ca Mukenosum kpyrosuma AEF, BFD ,CDFE penoMm, HOKa3aTu na Taudke
M, My, My, M. nesxe na gpyry. Illlra ako je M Geckonauna Tauka?

. Heka je ABCD reruBan uersopoyrao. Ilpase AB u C'D ce ceky y taurku E, a npase BC

u DA y tauku F. Ilorazatu ma MukemoBa tauka npasux AB, BC, CD u DA npunana
ny:xu EF.

(Muxenosa meopema o nem xpyzoea) Y neroyriy A;AsAzAsAs je Ai_1AiNA; 11442 = B; 3a
i=1,...,5 (urnercu cy mo momyny 5). Kpyrosu B;_1A;_1A; u B;A;A;11 CeKy ce OHOBO
y C;. Hokazaru ga cy taure C,...,Cs5 KOHIUKIUYIHE.

. (a) Horazatu na cy nemannu tpoyriosu tadaka P u P’y tpoyrny ABC unIupekTHO

CIMYHY KO U caMo ako je P’ mHBep3Ha ciuka Tauke Py omHocy Ha omucanu kpyr AABC.

(6) Aro cy A',B',C’,D’ caure tavaka A, B,C,D pemoMm Opu HEKOj MHBEDP3UjU, TALA je
nenasau Tpoyrao tauke A’y ommocy ma AB'C’'D’ uHAUPEKTHO CIWYaH 1€ IaJHOM TPOYTILY
tauke A y omnocy wa ABCD.

. Axo 3a tauke M u N y pasuu tpoyrana ABC Baxu AM : BM : CM = AN : BN : CN,

mokasatu na je tauka N mHBep3Ha ciauka tauke M y omHocy Ha onucanu kpyr AABC.

Heka cy H oprouenrtap, a O u R penoMm meHTap ¥ MOJYIPEYHUK ONUCAHOD KPyra TpOoyrJia
ABC. Tauke D, F u F cy cumerpuune taukama A, B, C'y omumocy ua npase BC, CA u
AB, penom. lokazaru na cy tauke D, E u F xonuneapne ako u camo axo je OH = 2R.

Yersopoyrao ABCD je ynucaun y kpyr. Iokazatu na ce Cumconose npase ((A, BCD),
¢(B,CDA), ¢{(C;DAB) u {(D,ABC) cery y jeHO] TaJKWU.

I/Ia\Te Cy Ppa3iuuuTe Tauke Ay, B1,C1 va ommcanoMm kpyry tpoyria ABC Tako na Basku
AA; + BB; +CC; =0° (36up opujentucanux aykosa). okasatu na ce CUMCOHOBe mpase
3a tauke A;, By u C7 y onnocy Ha AABC cery y jeIHOj Tauku.

(a) Hera je P rauka ma ommcaHoM Kpyry terusBHOr yerBopoyria ABCD. Ilokazatu na
nonHoxkja HopMadaa u3 tauke P ma Cumconose npase ((P, ABC), ¢(P,ABD), {(P,ACD) u
¢(P, BCD) npunanajy uctoj npasoj. (Cumcorosa npasa y wemeopoyeay)

(6) IorasaTu ma ce aHAJOTHO MO:Ke MHAYKTUBHO neduuucarn CrMcoHOBa mpaBa Tauke P
y TETMBHOM N-TOYTJy, KAO IpaBa KOja CAIP:KHU MONHOXja HopMmasna u3 P ma CumcoHOBe
npase y csuM (n — 1)-toyraoBuma oxpeheHuM HEroBuM TeMeHuMA.

Iar je tpoyrao ABC. Hahu reomerpujcko MecTO IEHTapa CBUX jeTHAKOCTPAHUYHUX
tpoyrioBa PQR ca temenuma P, (@, R ua npasum BC,CA, AB, penom.

Heka je O nenrap onucaunor kpyra omrpoyriaor tpoyriaa ABC. Kpyr kpos tauke C' u O
ceue crpanune CB u CA pemom y taukama D u F. Jloka3aTu na OpTONEHTADP TPOYTJa
ODFE nexu na npasoj AB.
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Taure D, E, F uwa crpanunama BC,CA, AB tpoyrna ABC cy rtakse ma je tpoyrao DEF
cauuan tpoyriay ABC. Ako ce oprouentpu tpoyrioBa ABC u DEF noknanajy, nokazatu
na je AABC jenHakoCTpaHUYAH.

Tauke D, FE, F ua crpanunama BC,CA, AB tpoyraa ABC cy tarxBe na je tpoyrao DEF
cauuan tpoyriay ABC. Ako ce nenTtpu ynumcaunux kpyrosa tpoyriaoBa ABC u DEF nok-
gamajy, nokazaru na je AABC jemHakoCTpaHUYaH.

Y omrpoyriom tpoyray ABC ca AC # BC rtauke D, F u F cy penoM cpenuinTa CTpaHnALa
BC, CAu AB, a K je nomuoxje Bucune u3z C. Kpyrosu onucanu oko tpoyriosa AEK u
BDK ce cery y raurn P # K. Ilorazatu na je <ACP = <FCB.

Heka cy tauke P u () u3oromaJyiHo cupersyre y omHocy Ha tpoyrao ABC. Ilokasartu na
BUXOBU MENAJTHA TPOYTJIOBU MMA]y 34)j€THUYKUA OIMUCAHU KPYT.

Hexka je O nenrap onucanor kpyra omrpoyraor tpoyria ABC. Tauke P u () Ha cTpaHu-
nama AB u AC pemom cy takse ma je <BOP = <ABC u <COQ = <ACB. Ilorazatu na
npaBa cumerpuuna npasoj BC' y omHocy Ha npaBy PQ moaupyje onmcaHu KpPyr TPOYyIJa
APQ.

Tauka D nesxkun wa crpanunu BC tpoyraa ABC. Ilpasa AD NHOHOBO ceuve OnMCaHU KPYT
tpoyraa ABC y X. Heka cy P u Q nomguoxja nHopmasia u3z X ua AB u AC penowm, u v
kpyr Hag npeunukoMm X D. Ilokaszartu na npasa PQ momupyje v ako u camo ako AB = AC.

Har je omrpoyrau tpoyrao ABC. Taurka N je takBa na je <KNBA=<NCA=90°,aDu
E cy Tauke ma crpamunama AC u AB, penom, takse ga je <BNE = <CND. Ilpasa DE
ceue npaBy BC y tauku F, a K je cpemumre nysxku DE. Axro je X # A tauka npeceka
kpyrosa ABC u ADE, nokasartu na je <KXF = 90°.

Heka cy O u I pemom nentpu onucasnor u ynucauor kpyra tpoyraa ABC. Tauke D, E u
F ua crpanunama BC,CA u AB penom cy takse na je BD+ BF =CAu(CD+CFE = AB.
Omnucanu kpyrosu tpoyriaoBa BFD u CDE ceky ce y tauku P # D. Ilorazatu na je
OP = 0l.

Taure Ay, By u C; cy omabpane penom Ha crpanunama BC, CA u AB tpoyraa ABC.
Onucanu kpyrosu tpoyraosa AB1C1, BC1 A1 u C A1 By mOHOBO CEKy OIMCAHU KPYyT TPOyTJia
ABC y taukama Az, By u Cs, pemom. Aro cy rmaure Asz, B3, C3 pemomM cumerpudvHe
taukama A;, By, C7 y omuocy Ha cpemumra crpanuna BC, CA, AB, nokaszatu ma cy
Tpoyraosu AsBoCy u A3B3(Cs cauunu.

Pemema

. Tepbewe canemu uz <A1C1B; = <A1PB; = <ACB (yrioBu ca HOPMAJHUM KPALKUMA) U

AHaAJIOTHUX jeﬂHaI{OCTI/I.

. Hera je P 3ajemnuuka tauka kpyrosa ABC u CDE. Kpyr EF A nposasu kpo3 tauky P

ako u camo ako je <AFE = <APFE = <APC + <CPFE = <ABC + <CDE (opujertucanu
yraosu mo monyiy 180°!), tj. <ABC + <CDE + <«EFA = 0. Tana je takohe <BCD +
<DEF + <FAB =0, na kpyrosu BCD, DEF u FAB umvmajy 3ajeIHUYKY TAUKy.

. Heka cy A, B u C uenTpu matux Kpyrosa, a mBUXOBa 3ajequuuka tauka P wa kpyry ABC.

Huxose npyre npeceune tauke Pi, Py, P3 cy cuMmerpuune tauku P y ogaocy Ha npase AB,
AC u BC. Kako noguosja nopmasa uz P va AB, AC u BC nexe Ha UCTOj MPaBOj, Tauke
Py, Py, P; cy Takobe ronmueapwHe.
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. Osnaunmo uenrpe tpoyriaosa AEF, BFD,CDE penom ca Og,0,0.. Hera ce xkpyrosu

AEF,BFD,CDE cery y tauku P. Kako je <AEP = <«BFP = <CDP, jemuakoxpaku
tpoyraosu AO,P, BOyP u CO.P cy mupektuo ciauuuu, na je A0 0,0, ciuka Tpoyria
ABC upu 06pTHOj XOMOTETHjU OKO Tauke P.

. JemmocraBan pauyn yriosa: <PM,M = <PM,A = <PFA = <PDB = <PMyM =

<PEC = <PM_.M, na tauxke M,, My, M. nexe Ha Kpyry Koju mposasu kpo3 P u M.

Axo je M Geckomauna Tauka, OHIA je U Kpyr “Oeckomavan”, Tj. Tauke My, My, M, u P
JIesKe Ha IIPaBoj.

. Axo ce kpyroBu BCE u CDF ceky y Tauku P, ouna je <CPE = <ABC u <CPF = <ADC.

Ogatie je <EPC + <CPF = 180°, tj. P je na nyxu EF.

IToxkasxkumo na cy rauke C1, Cy, Cs, Cy HA KpyTy; TBpheme 3anaTka hie ciaeauTu o aHaAJIOTUjU.
Tpeba ma mokakemo ma je <CoC3Cy + <CyC1Cy = 180°.

Nyamo <CrC3C, = <CyC3A3 + <A3C3C, =
<CoAsBy + <A3B3Cy, ma je <CyC3Cy, +
<1CyC1Cy = «CyC1 B +<CyC1Cy + <1 A3 B3 Cy
= qCyC1 By + <B1B3Cy; 3aT0 je mOBOJBHO
nokasaru ga cy tauke C1, By, By, Cy KOHIUK-
JIMYHE.

WcnocraBma ce ma ce 3ajeqHo ca TadKaMa
C1, B1, B3, C4 Ha kpyry Hajga3u u tauka Ag.
IMoraxumo na je Cy (n Cp, aHANOrHO) HA
kpyry B1BsAs. 3aucra, Baxku <{B1B3Cy =
180° — A3A4Cy = «C4 Ay By = <<C4 A5 By = 180° — LC4A5B1, mro mHaMm je u Tpebaio.

. (a) Ha ocuoBy T.3, 3a mary taury P, tauka P’ ca TpaskeHOM OCOOMHOM je jeUHCTBEHA.

Osmaunmo ca Py, Py, Po n P, P}, P! penom nonuoxja Hopmaia us P u P’ mwa BC,CA, AB,
a ca O nmenrap onucanor kpyra AABC. Axko je P’ unsepsna ciuka Ttauke P y omHOCy Ha
kpyr ABC, ouna je <P!P/P! = <AP'C — <ABC = <AP'O + <OP'C — <ABC = <OAP +
<PCO — <ABC = <AOC + <«CPA — <ABC = <ABC — <APC = —<P,P,P.. Cnuuno je u
<P/P!P! = —<P,P,P,., na cy tpoyriosu P,P,P, u P, P|P! UHINPEKTHO CIUYHU.

(6) Ako je O mnemrap mmsepsuje, umamo <{AjA' A, = «B'A'D' — «B'C'D' = «<B'A'O +
<OA'D" — «B'C'O — <«0C'D' = <OBA + <ADO — <OBC — «CDO = <CBA + <ADC =
<BCD — ««BAD = —<Ap A Ay.

. Kako je (a-AM) : (b-BM) : (¢c- CM) = MyM, : MM, : M My u (a- AN) : (b- BN) :

(¢c-CN)= NyN;: N.N, : NyNp, ciemu na cy tpoyrnosu M,MyM. nu N ,NyN. coimuan. Ha
OCHOBY mpeTxonHor 3axatka u 1.2, unu je N = M, unu je N muBep3Ha caura tauke M.

IIprmernmo xoMoTeTHjy ca neHtpoM y tesxumry G tpoyraa ABC u xoeduunmjerntom —1/2.
Taure A, B, C ce ciurajy peaom y cpemumra A’ B', O’ crpanuna BC,CA, AB, H ce ciuka
y O, a tauke D, E,F y Ttauke D', E'| F' cu- Op ————A"~~<_B2 DV

merpuune taukama A', B, C' y ommocy mHa V%3
B'C',C'A, AB'.

IMocmarpajmo Tpoyrao A;Bi;C; rtakaB mna
cy A,B,C cpemnumra nysxu B1Cy, C1A; n
A1Bq, pemom. Kaxo mpase A'D', B'E’ n
C'F’" npona3ze kpo3 tauky O, Tauke D', E’,
F' cy nommosxkja mopmana m3 O Ha mpase
BlCl,C’lAl n AlBl. Tauxke D,E,F CYy KO-
JMHEeapHe aKo M caMo ako cy tou D', B’ F’,
a 1o mo TBpbhemy o CumMcOHOBO] mpaBoj
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BayKM ako u caMo ako O nesxu Ha onucanoM kpyry k tpoyraa A; B1Ci. Kpyr k uma nenrap
H n nmonynpeunuk 2R, u omapne cienu TBpheme.

Ha ocuosy T.6, mpasa {(A, BCD) nponasu kpo3 cpemumre M nysxu AH,, roe je H,

oprouenTap tpoyria BCD. Axo je O uentap kpyra ABCD, Baxu OH, = O?JrO?'JrO?

OA+OH., _ OA+OB+0C+0D
2 - 2

(mo XamuaTonosoj Teopemu), onakie je OM = . 306or cumert-

puje, ocrane Tpu CuMCOHOBe IpaBe mpoJiade KPo3 UCTy Tadry M.

Osuauumo ca £y, £, u £, peqrom Cumconose npase tauaka Aj, By u C;. Jlako ce mokasyje
(anp. kopumhemem T.5) nma je ¢, L B1Ch. ;
IIpurom ¢, mponazu EKpo3 cpemumre Ag
nysxxu A1H. Y3 amamorny ne¢uuunujy Bo
u Cy, 1o 3Haum ga je {, BucuHa u3 A y
tpoyray AsBsBs. Cnuuno Baku 3a £ u £,
na cBe Tpu CUMCOHOBE paBe mpoJia3e Kpo3
oprouenTap Tpoyriaa AsByCh.

(a) IIpojekuuje Bi,Ci, D1 tauke P ma upase AB, AC,AD, penom, jeske Ha KPyry Ha.
npeunnkom AP. Tlpase B1Ci1, C1 Dy u D1 B; cy CumconoBe npase Tauke Py TpOyrioBuMa
ABC, ACD u ABD penom. Ilpojeknuje tauxe P ma Te Tpu CuMCOHOBEe IpaBe Jeke Ha
CumconoBoj mpaBoj tauke P y Tpoyray B1CiD;. Amnajsorso, mpojekinuja Ha 4YeTBPTY
CuMCOHOBY TIpaBy je Ha UCTOj MPaBOj.

(6) Heka je P Tauka Ha ommucaHoM Kpyry n-toyriaa AjAs...A,, lIpojeknuje Bo, Bs, ..., By
va npaBe AjAs, A1As, ..., A1 A, penom nexe Ha Kpyry Han npeunuroMm A; P. Ilokaszahemo
uaayknujom na ce CumconoBa mpasa tauke Py n-toyray AjAs...A, norknama ca Cum-
conoBoM npaBoM tauke Py (n—1)-toyray BeBs...B,. Bazan =4 je nokasana y nexy (a).
ITo unnykrusuoj npernocrasnu, CuMmconosa npasa y (n—1)-royray A;As. .. A, ce nokaamna
ca CumconoBoM mpaBoM y (n — 2)-toyray B3By...DB,. Cnemu na upojekuuje tauke P Ha
Cumconose npase (n — 1)-toyriosa nobujennx Gpucamem jenHor ox temena As, ..., A, (a
aHaJOTHO u OpucameMm TeMeHa Ajp) u3 n-toyraa AjAs... A, nexe na CUMCOHOBOj mpaBoj
y (n —1)-toyray BsBs...B,,.

ITo T.2, cBu Tpoyrnosu PQR unmajy 3ajemanury MurenoBy tauky M koja 3am0BOsbaBa
<IBMC = a+60°u <CMA = 8+ 60°. O6praa xomoreTuja ca meHTpoMm M EkKoja ciauka
AM MyM. vy APQR takobe caura unentap O tpoyraa M MyM. y uenrap Z Tpoyria
PQR. Tlpurom cy Tpoyraosu MM,P u MOZ cauuuu, na je <MOZ = 90°. Iariue, Tauka
Z nexu "Ha npasoj kpo3 O HopMmasuoj Ha MO, u TO je TpasKeHO reOMEeTPUjCKO MECTO.

ITocmarpajmo tauky F # A y xojoj kpyr AFEO ceue crpanuny AB. Tana je O Mukenosa
Tauka 3a tauke D, F, F, ma I takobe nexu i

"a kpyry BDO. W3 <DEF = <AOC — \

<ABC = <ABC = 90° — <«OCA = 90° — 7

<ODE cnemu na je EF 1 DO. Amanormo

Basku DF 1 EQO, na je F opTomeHTap Tpoy-

rna ODE. AN\ ~o B

MugxkesoBa tauka P 3a tauke D, E, F 3anosomasa <APB = <ACB + <DFE =2<ACB, u
ciuuno <BPC = 2<BAC,; cnenu na je P = O uenrap omucanor kpyra tpoyriaa ABC. Ilo
nperxonaoM 3anaTtky, O je opromenrap tpoyria DEF, a O ce mokiana ca OPTOIEHTPOM
AABC axo u camo ako je AABC jemnakocTpaHUYaH.

Henrap omucamor rpyra O je Murenosa tauka 3a D, FE,F. Axko cy A;, Bi,Ci pemom
cpenumra crpanuna BC,CA, AB, tpoyrao DEF je cauka tpoyraa A; B1Ci mpu o6pTHO]
xomoreTuju ca nearpom O. Axo cy I, I u J penoM meHTpu yIuCaHUX KPyroBa TPOYTJIOBa
ABC, A1B,Cy u DEF, ougna je AOA1D ~ AOILJ, na je <O1J = 90°. Mebyrtum, mu
hiemo mokasaTu nma y mejemnaxkocrpanuyaoMm tpoyriay ABC Basu <OI11 # 90°, omakie he
cnemqutu I # J.
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Xomoreruja ca nearpoMm y rexkumty 1 tpoyriaa ABC wu roepunujentom —2 cauka I; y [
u Oy H. 3aro tpeba nokaszatu na je <T'ITH # 90°. Oszumaunmo ca FE cpemumre nysxm OH,
a ca R u r momynpeunwnke onucasHor u ynucasnor kpyra AABC. Kako je IH = 2IE — 1

u [T — 2[E+IO

#2227, xopuctehu nosnare jeIHAKOCTH OI?=R?>-2Rru IE = % — r mobujamo

TH - TT = L(4IE? — 10?) = —2r(R — 2r) < 0, raxo na je cos<I'IH <0, tj. <TTH > 90°.

Heka je @ Ttaura TakBa ma cy tpoyraosu CEQ u CFB muperkrao cauuau. 3 <ECQ =

<FCB caemu <QCD = <ACF, a takobhe je
QC _ QC AC _ BC AC _ AC
CD — CE BC — CF_ BC — Cr» & cyn
tpoyrioBu QCD u ACF nupekTHO CIUYHU.

OGpraa xomoreruja ca menrpom y C' koja
cmuka ANCEQ y ACFB rtakobe cauka A y
raury C' cumerpuuny taukum C y omHOCY
a F. 3aro je <AQE = <C'BF = <A =
<AKE, na taura @ snexu va kpyry AKE. Ciuuno, @) je va xpyry BK D, na je Q = P.

~\ o

Heka je G momuoixkje mopmase u3z P wa AB, a H,I nomuo:xja mopmaisa u3z (Q wa CB u
CA penom. Yersopoyrimosu AEPG u AFQI cy cnuunu, na Baxku <{AEG = <AFI, nakiue
rauke F,F,G, I nexe na HerkoMm kpyry k. Amnasoruo, tauxke D, FE I, H nexe Ha HEKOM
kpyry ki, a tauke D, H, F,G ua mekom Kpyry ks. Ako cy xpyrosu k,k; u ke pazauuuru,
pamukasiHe oce Mo ABa ox oBux kpyrosa cy unpase AB,BC u CA, mto je memoryhe jep
paaukagHe oce mpunanajy mcroM npameny. Ciaemu na je ky = ko = k, nakie cBe Taure
D,E F,G,H,I cy Ha UCTOM KpPyTy.

Yraose AABC os3mauaBamo yobuuajeno ca «,f3,y. Kakxo je <POQ = 360° — <BOP —
WCOQ — <BOC = 180° — a, Taure A, P,0,Q cy na ucrom kpyry. llocmarpajmo Tauxy
T # C na npasoj BC raxsy na je PT = PB. AR

N3 «BTP = <BOP cunemu na cy tauke O,
P, B,T na kpyry, na je O MurenoBa Tadra
3a P,Q,T. Opmasme cy m taurke O,Q,C,T
KOHIMKINYHE, na umamo <{PTQ = <BOC —
<BAC = «. Ilpema Tome, kpyr PQT je cu-
MmeTpuvaH Kpyry APQ y omHocy Ha mpaBy
PQ.

Ocraje ma mpumerumo na npasa BC monu-
pyje kpyr PQT: 3aucra, <PQT = <AOC — <ABC = = <PTB. Opnasne onvax cienu
TBpbheme 3amarka.

Ta npasa momupyje v, tj. kpyr XDR, aro
u camo ako je <PRD = <RXD. Wwmawmo
<PRD = «PXB = 90° — <XBA = 90° —
<X BC + <ABC = 90° — <DAC + <ABC
u <RXD = 90° — <ADB = 90° + «<BCA —
<DAC, nakne <PRD = <RXD ako u camo
ako je <ABC = <BCA, tj. AB = AC.

Osnauumo ca M cpemumre crpanune BC. Axo ca D' u E' o3HaumMo penoM OpojeKnuje
rauaka D u E mva npaBy BC, onna je BE' = BE cos3 = BNtgxzcos 3 u ananorao CD’ =
CNtgzcosvy, rae je © = <BNE = <CND, na xako je no cunycuoj reopemu BN/CN =
cosvy/cosf, ciemu BE' = CD’' u ogatne M D' = ME'. Tlpema Tome, npojexnuja Tauke K
ma npaBy CD je rauxka M.

Kaxko je <XED = «XAC = «XBC (upernocrasmajyhu na je X ma rpahem ayry AC)
u cianyao <X DFE = <XCB, tpoyrnosu XBC u XED cy cauysau. 3aTO Cy U TPOYILJIOBU
XKD u XMC cnuunn, na je <XKF =<XKD =<XMC =<XMF. Cnenu na cy rtauke
X, K, M u F roumurianuyhe, na je <KXF = <KMF = 90°.
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Osnaunmo ca B’ u C' penom tauke y kojuma xpyrosu BDF u CDE nonoso cexy npase Bl
u CI. Kako je B'D = B'F = %, u3 IlTonomejeBe Teopeme y werBopoyriry BDB'F
nobujamo na je BB = 2%5:’{5?) = 2co?(cﬁ/2)' Amagorno je CC’ : #(’3/2), Tj. Tauke B’ u

C' me 3aBuce on uzbopa tavaxa D, FE, F.

Y OpujeHTMCAHUM yTJIOBUMA MO MOIYIY
180° umamo <«B'PC" = <B'PD + <DPC' =
<B'BD + <«DCC" = «B'IC’, mTo 3naun na
rauke B’,C’, I, P nesxe Ha uctoMm Kpyry k.
Ocraje nma mokaskemo na je ynpaso O IeH-
Tap Kpyra k.

Axo nmpaBa Bl ceue onmcaHu Kpyr TPOYyTLJa
ABC y tauku M # B, ouna je MB' = M A =
= BI, na cy tpoyrnosu OBI u OM B’ nonynapuu n omatae O = OB’. Cauuno

AC
2cos(B/2)
je OI =0C’, na je O uenrap pyra k.

Mo T.5, yrao AsCyBs je jemuar yray mameby CumcoHoBux mpasBux 3a tauke Ay u By y
omuocy Ha NABC. ITame, tauka Ay je Mu- 4
kesoBa Ttaura npasux BC, CA, AB u B1Ch,
na je mo mocieaunu T.8 Cumconosa mpasa
{, Te Tauke HOpMaJsHa Ha HbyrH-I'aycoBy
npaBy 3a OBEe YETUPU MpaBe, Tj. Ha IPABY
koja cmaja cpemumra B’ u C' nysxm BB; mn
CCq, penom. Amnamoruno, CumMcoHnoBa mpasa
{, Tauke By y ommocy ma AABC je Hop-
MagHa Ha npaBy A'C’. Opnasne crnemu na
je <A2CyBy = <({y, ly) = <A'C'B’. Camuno
BaskM <(BoAxCs = <«B'A'C’, tako na je ANA3ByCy ~ NA'B'C’.

Hajzan, Basxku A'C’ = %(1@ + ACY) = —%A303, cauuno Baku B'C’ = —%33037 na je
tpoyrao A’B'C’ cawuan Ttpoyray A3zBs;Cs.

Beorpan, 2012-2017



