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[Mpunpeme 3a MMO - Beorpan, jyu 2017.

. Hu3z nmosutusHUX peannux OpojeBa 1,Tz,... 3aT0BOJHLABA YCIOB Y

3amany 3a caMOCTaJaH pal
(mpunpemuo dyman Dyrnh)
ITokymao caMm, BEpOBATHO HEYCICIIHO, Ia YHyTap CBake 00JIaCTU COPTUPAM 3aJaTKE O JAKIIUX KA TEHKUM.

Pannre nx camu n npobajre cBaku. ajem Bam 10 mama 3a pazn. Jlemo ce 3abaBure.

Anrebpa

o T

et 3 = 1. Ilokazatu

HEjeHAKOCT » % < 2.

. Onpenutu cBe peanne nonunome P(z) Taxse ma Bawu (v + 1)3P(x — 1) — (z — 1)3P(z + 1) =

4(z% —1)P(z) 3a cse x.
[Tocroje mu nBe ¢pynrnuje f,g: R — R Taxse na sasku f(z+ f(y)) = {y}+g(z) 3a cBe z,y € R?

Hexka cy x1,29,...,x, mo3utusuu OpojeBu. Jlorazatu ma 6ap jeman om OpojeBa x1, % + x9,
1 1 1 :
2 T3, -y o +n, 5 HEJE Behu ox 2 cos

T

n+2°

. Hahu cse ¢pynrnumje f: Rt — RT raxse ma saswu 2f(z) < f(y) < 3f(z) xan ron cy x,y >0 u

2¢ <y < 3x.

Herka cy 1 < 25 < ... < Z9,_1 peasau Opojesu m X HBUXOBA aPUTMETUYKA CPEIUHA.
Hokazaru ma je Yoz — 20)2 <2327 (2 — X)2.

i=1

Heka je n nupuponau 6poj. [Toaunom P(z,y) crenena ue selier on n—1 3anosomasa P(x,y) = %

3a cBe nmpuponne 6pojese x,y 3a koje je x +y < n+ 1. Konuxro je P(0,0)7

Huz npuponunx 6pojeBa a1 < az < a3 < ... 3aI0BOJbABA YCIOB U4, < Gp + Gnp43 32 CBe
n € N. Ilokaszatu ma mocroju OECKOHAYHO MHOIO TPOjku mHAEKca k < [ < m TakBux na je
ar + an = 2a;.

T'eomerpuja

Ha xpyry cy m3abpane dyeTupu Tauke 1 3a CBaKy OJ BUX je M3PAUYHAT IPOU3BOL PACTOjammha
1o npeocraJsie Tpu tauke. Mory su oBu OpojeBu Outu jemuaru 1, 2, 3 u 47

Y tpoyray ABC ca crpanunama a < b < ¢, tauke D, F u F cy penoMm cpeauinra CTPpaHUIA
BC, CAu AB. Ilpasa { ceue npase BC, CA u AB pemom y taukama P, Q u R. Ilokazaru
na je DP+ EQ + FR > vab.

Ymucauu kpyr tpoyraa ABC mnomupyje crpanune AB u AC penom y taukama D u E. Heka
je J mewrap mpunucanor kpyra tpoyriaa ABC macupam temena A. Tauke M u N cy pemom
cpenumra nysxu JD u JE. Ilokazatu na ce npaBe BM um C'N ceky Ha ONUCAHOM KPYTY
tpoyraa ABC.

Y rouBekcHoM yerBopoyriy ABCD, cumerpase yraoBa A u D ce cery y tauku K, a cume-
tpaJie yraosa B u C ceky ce y tauku L. Ilokazatu na je KL > %|AB — BC+CD — DA].

Heka je O nenrap omucanor kpyra omrpoyriuor tpoyraa ABC, a CD weros npeunuk. Ha
nosynpasum DA u DB nare cy pemom tauke K u L takse na je <DKO = <BAC u <DLO =
<ABC. Ilokazaru na npasa KL nmososu crpanuny AB.

Y kousekcuoMm uverBopoyriay ABCD Baxu AB = BC = CD. Hujaronane AC u BD ce cery
y tauku FE. Tauke X m Y cy makse ma cy BECX u AEDY mnapanenorpamu, a Z je Tadyka
takBa na je AZ =CZ nu BZ = DZ. Ilokasatu na cy tauke X, Y u Z KOJUHEapHE.

Ha cumerpanu yrana BAC tpoyraa ABC mare cy taurka P ymyrap AABC u Taurka () Bau
mera (amu yuyrap <BAC) tako ma je <BPC = 90° + <A u «BQC = 90°. Taukra R je
nmjameTpasHo cynporHa tauku P mHa kpyry BPC. oraszatu na mpasa QR mpoma3m Kpo3
cpenumre tyka BAC omucanor kpyra ANABC.
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Hat je mejemnaxokparku tpoyrao ABC. Ha crpamunu CA mare cy tauke K u N, a Ha
crpaaunu CB tauke L u M, tako na Baxku CK = CL = BM = AN. Hyxu KL u MN ceky
ce y taukum P. Taura @ je cpemumre ayka ACB omucamor kpyra tpoyria ABC, a R je
cpenumre crpaunute AB. Ilokazatu na je <RPN = <QPK.

KomounaTopuka

Ha Tabmnu je samucan uspas x21% + ()21 4 - - - + (x)z + (x). Mumko n Banrtuh sansmennano
3aMemyjy IO jeHYy 3Be3uIly peasHUM OpojeBuma, npu dyemy Mwmko wrpa npsu. Kazna cy
cBe 3Be3muie 3aMemene, Mumko nobebyje axo mobujeHn moamHOM HUje memuB ca 2 + 1, a
Baaruh ako jecre. Ko mma mobemunuky crparterujy?

Cro crpyumaka je obpaszoBaso 450 romucuja. CBake gBe KOMUCHje MMajy HAjBUIIE TPU
3ajeIHUYKA YJaHa, & CBAKUX IET MMA]y HAjBUIIE jeTHOT 3ajeqHUYKOT unana. Jlokaszatu ma
IIOCTOje YeTUPU KOMUCH]j€e KOje MMA]y TAYHO jeTHOT 3a)eTHUUYKOT JJaHa.

Iat mam je mo jeman ter csake on maca 1,3,5,7,9,... 3an € N, uera je A, 6poj Hauuna Ha
KOje ce MOke omabparTu HEKOJUMKO TeroBa ca ykymHoMm macoMm n. lokaszatu ma je A, < Ani1
3an > 2.

Csu yrnosu (mekomsekcuor) 1000-yrsa cy mpasu, a IysKUHE CBUX HEMOBUX CTPAHULA CY
HenapHU npupoxau 6pojeBu. Jlokazaru ma je merosa MOBPIIMHA MapaH IPUPOIAH OpOj.

Keanpar crpanure 100 je momohy 99 xopuzontamamx m 99 BepTURAJIHUX TPABUX MIOAEJHLEH
Ha 10000 mpaBoyraonuka. Komauko Hajmame MeDy OBUM IPaBOyraOHAIUMA MOKE Oa WMAa
noBprmuHy He Behy om 17

Ha makmuuemy je N yueHWKA paamio 3amaTKe W3 YeTUPU OOJIACTU, M CBAKA OBA YUYCHUKA
y CBakoj obsacTy mMajy pasjguuuTe moeHe. [ pymy ydeHUKa 30BEMO KOH3UCTEHMHOM AKO
ce MOKe MCTOBPEMEHO COPTHPATH ¥ pacTynu mopemak mo moeHmMma u3 ase obaactu. Hahw
HajmMame N Koje rapaHTyje mocrojame KOH3UCTeHTHe rpymne 10 yueHUKa.

Hahu cee mpuponue 6pojeBe n 3a roje mocroju ¢yurnuja f : Z, — Z, TakBa a 3a CBAKO
v € Zy vamn f(2) £ 2, f(f@) = n f(f(fl@+1)+1)+1) = 2.

Ilysx mpase je moCTaB/beHO N Terosa uuje cy mace y umatepsaay (0,1). Baokom cmarpamo
CKyI HEKOJIMKO y3acTonHuxX rerosa. llokasaru ma je 3a cBako k (1 < k < n) morylhie nonenuru
rerose y k (mucjyHKTHEX) GJIOKOBa TAKO Ha Ce YKyIIHEe MAce HUKOja nBa OJIOKA HE PA3JUKYjy
3a BUIIe o1 1.

Teopuja 6pojeBa

Hahwu cBe nmpuponane 6pojese KOju ce MOTY IpPeACTABUTU y 0bauky 36upa [a,b] + [b, c] + [¢, a]
3a Heke npuponHe 6pojese a,b, ¢, rae [x,y] o3HaUABA HAjMAKU 3a)jeQHUYUKUA CAAP/KAJIALL T U Y.

Onpemutu cBe mpupoaue Gpojese n 3a Koje jenHaumua [x] + [2x] + [3x] + - - -+ [nz] = 2017n mva
pememe y CKyIy peaJHuX OpojeBa.

3a koje npupoaHe OpojeBe n MOCTOjU N IPUPOIHUX OPOjeBa aq, . . ., d, TAKBUX & CBU 30UPOBU

a; +aj (1<i<j<n) majy pasamuante ocratke npu gememy ca M7

IlokazaTu ma yuMa caMO KOHAYHO MHOT'O IpUPOAHUX Opojesa n taksux aa n!+ 1 memu (100n)!.

22017

Hahwu cBe mapoBe HemapuHux mpupomgHuX OpojeBa a,b MamUX O TaKBUX Oa Cy OpojeBu

a +bu b* + a nemusu ca 22017

. . PR n—1
Horazatu na IIOCTOJN 0EeCKOHAYHO MHOTO CJIOKEHUX IPUPOTHUX 6p0JeBa n 3a Koje je 277 +1
JeJbUBO Ca M.

Hexka cy p u ¢ y3ajamuo mpoctu mpuponau 6pojesu. JlaTto je p 6enux m ¢ UPHUX KyTHUja U
pq bombona pacrnopebenux y n kecuna. Kecune je moryhe pacmopenutu y 6eisie KyTuje Tako
Ia cBaka KyTuja camap:ku mo q¢ boMmboHa, a takohe mx je moryhe pacmopenuTu y mpHE KyTHUje
TaKO Ia CBakKa KyTuja camap:ku no p 6bomoona. Hahwu majmamy moryhy Bpemnoct Opoja n.

Heka je p > 2 mpoct 6poj u Heka cy 2 u y mpuponHu 6pojesu ca 1 < z,y < &1, Axko je

2
(px — 2%)(py — y?) mOTIyH KBaApAaT, MOKA3aTH Ia je T = .




Pemema

. o0 oo — —
. Osnaunmo s, = acl—i—- -+a, uso = 0. Ilo ycnoBy 3anarka je 1 =) 7 | Ffus =300 n_tnl —
oo 1 _ S . oo Sn S o
St (ks — o) = 23000 gy Camaje Y02, 5 < AX, gy = 2.

Hanomena. Y natum ycnosuMa, cyMa y -, LEH2e voske 6uTu 1pousBobHO GImMcKa 6p0jy 2.

Bawucra, axo je :Ulm—Qm—lmxl—03ai7ém, onma je y o BtEIe — (2m — 1) 3
(Qmil)Zn m( 7n+1)727_

nmn2>

. Yb6amueamem x = 1 mobujamo P(0) = 0, na je P(x) = zQ(x) 3a mekn nommaoMm ). Iara
penamuja nocraje (z+ 1)2Q(z — 1) — (z — 1)2Q(z + 1) = 42Q(z), mTO Ce MOKe 3aImCcaTh Kao
(z 4+ 1)2[Q(z) — Q(z — V)] + (z — 1)?[Q(z + 1) — Q(z)] = 0. Aro oszmaummo R(z) = Q(z + 1) —
Q(x), mmamo (z + 1)2R(z — 1) + (v — 1)?R(z) = 0. MebyTtum, Bomehu KoepunujenT momuHOMA
(x + 1)?R(z — 1) + (v — 1)?R(x) jemax je mocTpykoMm Bomehem koepunujenty monummoma R,
na mopa 6utu R =0, tj. @ = ¢ je roucranra. Cnenu na je P(x) = cx.

. ¥Yepmhusamem y = 0 nobujamo g(z) = f(z+ £(0)), na je f(z+ f(y)) = {y}+ f(x+ f(0)). Taro

3a 0 <y <1 Baskn
fl@+ fly) = f(0) = f(z) +y.

Omnasne caequ na, xan roxn je a = f(r1) u |b—a| < 1, mocroju z2 Takso na je b = f(x2).
JenHocTaBHOM MHAYKIMJOM Cilenu Aa 3a CBAKO ¢ MOCTOjU x 3a koje je f(x) = c.

IIpema Tome, mocroje z takso ma je f(z) = f(x+ f(0)) +2 n y takBo na je z + f(y) =z, n
trana je f(z+ f(y)) = f(x+ f(0)) +2, 1j. {y} =2, kourpaauknuja.

. O3raummMo ¢ = nL—i-2 U IPETHOCTABMMO Oa Cy CBU mocMarpaHu OpojeBu Behwm om 2cos¢ =
in2 . . sin(k+1)¢ . ink :
% Wnnyknujom caenun ma je xp > bET]Wé) . 3awmcra, ako je wp_1 > % , OHZA je

sin(k—1)¢ _ 2sink¢pcosp—sin(k—1)¢ _  sin(k+1)¢ .
T > 2cos - ks STy = ks - Tako je x, >
sin(n+1)¢ _ si o 1 . 1 .
S(inw) = ;;;‘2‘7; = Soosgs T 7o < 208, KOHTpaIUELM]a.

m

. Axo je z < ‘Z— 3a mexe m,n € N, omma 36or 2"z < 3™ no ycaoBy 3amatka Baxku 2" f(x) <
F(3™) <3mf(1), 1j. f(z) < 3= f(1). Ilorasahemo ma 3a cBako £ > 0 mocroje m,n € N Taxsu
naje r < 3 < x+e. Tama he cremurn f(x) < (z+¢)f(1) 3a cse € > 0, m omarue f(z) < xf(1).
Ha cauuan mauun ce morasyje f(x) > xf(1), ma caenu f(x) =z f(1) 3a cse x.

Kaxko je 6poj log, 3 upammonanan (3aucra, ako je log, 3 = %, ougna je 2P = 39, mto je wemoryhe
3a nese p,q # 0), no Jdupuxieosoj reopemu nocroju npupoaad 6poj k takas ma je {klog, 3} <

log,(z+¢)—logy x, a Tana 3a l = (%] BaKN log2 z < l{klogy 3} = kllogy, 3—n < logy(xz+¢),

rae je n = I[klog, 3]. OBo je exBuBasenTHO ca T < 3 W <z+e.

. Bamenom Husza (x;) HU30M (T; — Tp) O TOTPEOU, MOKEMO Ha MPETIOCTABUMO na je I, = 0.
Tana je HakoH pa3Bujama

2n—1 2n—1 2n—1

2n—3 4
2;(331')()2;(3%1%)222_1 ;z%—Qn_lgjzixj:
2n—1
2n1—1 Z‘TJFQZ *Zj)2+22($i*$j)2*42zi:cj >0
<g<n n<i<j i<n<j

jep je zyx; < 03ai<n<j.

2n—1
n

Hanomena. 3a 1ato n, KOHCTAHTA 2 ce MOKe 3aMEHUTU Ca , TO je u HajOOJa OIEHA.



7. ¥YBemnnmo uHus noaunoma Pi(z,y) 3ai=0,1,2,... peaammjama P11 (x,y) = Pi(z+1,y)— Pi(z,y).
Crenen nonuaoma P; auje sehin on n — 1 —i u Baswn Py (z,y) = % 3ax,y e Nuxz+y < n, 10K
3a 1> 1 Basku Pi(x,y)=03az,yeNuz+y<n+1—i.

Jlema. Axo momuuom Q(x,y) crenena He Behier on k 3amoBomasa Q(x,y) = 0 3a cse x,y € N
cax+y<k+2 onma je Q =0.

Loxas. anyrumja no k. DBasza k = 0 je rpusujanuna. Herka je k > 0. Homusom R(z,y) =
Q(x + 1,y) — Q(z,y) uma crenen me Behu ox k — 1 u 3amoBomasa R(z,y) = 0 3a cse
z,y € Ncax+y <k+1,maje R=0. Crenu na je Q(x,y) KOHCTAHTAH IOJIUMHOM IO T, Tj.
Q(z,y) = f(y) 3a weru nouuuoMm | crenena masjsume k. Mebyrum, uz f(y) = Q(1,y) =0
zay=1,....k+1 cuequ Q@ =0. O

Hakne, Py(x,y) = 0, a omarue je Pi(x,y) rorcrantHo no z, tj. Pi(z,y) = f(y) 3a nerxm
nosuaoM f cremena Hajsume n — 2. ITomro je 1 —yf(y) =1—yP(l,y)=03ay=1,...,n—1,
crenn 1 —yf(y) =C(1—y)(2—1y)...(n —1—y) 3a Hery roucraury C, a ybamusamem y = 0
nasasumo C' = ﬁ Tako je P(z,y) = i[l —1=-y)a-%...(1-)

Hajzan, u3 P(x + 1,y) — P(z,y) = f(y) cnemm na je P(x,y) JuHeapaH MOJWHOM IO &, U TO
P(x,y) = zf(y) + g(y) 3a mexu monmuoM ¢ cremena Hajsume n — 1. Jlako mamasumo P(z,y) =

i[:cf(lfy)(lf%) - (1=A5) (@ —4)]. Tazma je P(x,nz) = L xoncranrro n onarae P(0,0) = L.

8. IpernocraBumo na osaksux Tpojeu (k,l,m) mmMa caMo KOHAYHO MHOTO, Tj aa moctoju N Tako
na 3a cse N < k <l < m Bawu ag+a, # 2a;. Jlako ce nposepasa na ckyn {a,a+1,...,a+7} me
camp:KU MOJACKYI ca b eseMeHaTa Mehy KojuMa HUKOja TPU He YMHE apUTMETUYKY IPOTPECH]y.
Crnemu na je antqa = ap +8 3a n > N. Illra Bume, momro jemHAKOCTUA Gpigq = Gp + 8 U
Gnt8 = Gp+q + 8 HE MOTY MCTOBPEMEHO 1A Barke, CIEOU U dpig = Gn + 17. Omartiae mMamo
Atk >an+17[§] >an+%(l€—7) san>NukéeNg.

Taxo 3a n = N UMaMO Gp, = Gq, — Gnis = 2 (a, —n—10), 1j. a, < %(nJr 10). Mebyrum, rakro
je anp =z ay+X(n—N-7), ciem ay + lgg(anfﬂ < Y (n+10), 1j. n <IN +143 — Bay,
IIITO HUje TAYHO 3a CBE N.

Lpyeo pewewe. IIpso hemo morazatu ma je a, < 2n + 6 3a DeckoHAYHO MHOTO OpoOjeBa n.
IIpermocTaBuMo cynpoTHO, na 3a HeKO N Baku a, = 2n+7 3a cBse n > N. Tana je 2a, + 7 <
aq, < ap + anis 3an = N, Tj. anys > ap + 7. Mebhyrum, ako omabepemo s € {3,4,5} Tako
na je a, = n+ s (mod 3), UMaMO a,, = Ga, — Ants = Aa, — Gnts = %(an —n —§), oHakie je
da, <M+ 7s < Tn+ 35, mro je Hemoryhe 3a Beure n.

3a natu ckyn X C R osnauasamo S(X)={y+z|y,z€ X,y # z}.

Jlema. Axko y crymy X He MOCTOje PA3iMYnTU €JIeMEeHTU a, b, ¢ TakBu 1a je a + ¢ = 2b, ounga je
S(X)| > 3|1X| - 7.

Loxas. Hera cy by < b < .... Tpbeme norasyjemo uanyrnujom no |X| =r. Ono je Tauno 3a
r <4 (anp. 3ar =4 je by +by < by+bg < bi+by <ba+by <bz+by). IIpermocrasumo na je
rauno 3a X = {by,...,b,_1}, amu we u 3a X U{b,}. To snaum na meby 36uposuma b; + b,

(i < r) majsume nBa mucy y ckyny S(X). 36uposu b._1+0b, u b,._o+0b, vucy y S(4,-1),
Tako ma mopa outu b._3 + b, € S(X). Jemuna moryhuocrt je b._3 + b, = b._o + b._1.
Taxobe, b,_4+0b, € S(X), na mopa 6utu b,._4+b, = b,._3+b,_1 wau b._4+b, = b._3+b,_2,
asu 0ba oBa ciyuaja cy HemMoryha jep cy penoM eKBUBaJEHTHU b,._4 + b._o = 2b,_3 u
br—4 4+ bp_1 = 2b,_3, uuMe je MHIYKOUja 3aBpiieHa. [

[Ipernocrasumo nma 3a mexko N He mocroje N < k < [ < m TakBu na je ap + G, = 2a; u
o3HaumMO b; = any;. 3a OeckoHauyHO MHOTO OpojeBa r Baskm b, < 2r + 2N + 6. 3a TakBo
r, HeKa cy P u () pemoM CKynoBu HapHUX U HenapHux dnanosBa Huza b; (1 < i < r). Csu
esqementu ckyna S(P)US(Q) cy napuu u me Beliu ox 4r+4N + 12, 1 1puTOM O NPETIOCTABIU
2b; ¢ S(P)US(Q) 3a cBarko 1 < i< r. Caemn |S(P)US(Q)| < 2r+2N+6—r=r+2N+6. C
npyre crpane, mo gemu je |S(P)|+|S(Q)| = 3|P|—7+3|Q| —7=3r—14 > 2|S(P)US(Q)| 3a
r > 4N + 26, KOHTPAAUKIN]A.

9. Heka cy mate tauke A, B,C, D, tum penom ua kpyry. Osmaunmmo Py = AB-AC-AD; ananoruo
nepunnmemo Pp, Poc n Pp. Vimamo P%, = BC'BHD'CD = 4R'%BCD, rae je R moJxynpedHur Kpyra

ull = AB-AC-AD-BC-BD-CD. Cnuuno je p- = HLace o — dfPapp y - — ABFanc,
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o L . 1 _ 1 . 1 _ 4R-Papcp
Cnenu na je T =Pty = G .

1

Kako ce 6pojesnu 1, %, %, 7 HE MOTY TIOJEJWMTH y JBa Mapa ¢ jeqHakuM 30MpoM, OATOBOD je He.

Hexa je BI?’/B? = %a, m/ﬁﬁl = %6 u ﬁ/@ = %7. Tana je s= DP+ EQ + FR = %|a|a—|—
1(181b+17le) = 1l (18] + [7]) - Vab u cirano s > /[B]([y] + [e]) - Vabu s = /]7[(la] + |B]) - Vab.
IosomHO je mokasatu na je 6ap jemam ox 6pojesa |of(|8] + [v]), |81 + |al) un |v|(Je| + |8])
He Mamu on 1.

ITo Menenajesoj reopemu je (1 + a)(1+B)(1+v)=—(1—a)(l —B)(1 —~), mwro ce cBOOU HA
af + By +ya = —1. Ilpurom je Gap jemam on npousBona «f3, 37,y HEHEraTUBAH: PEIUMO,
af > 0 (couuno je y octanum cayudajesuma). Tana je [v|(la|+|6]) = lay + By = |1 +aB| > 1.

Hanomewna. Jenraroct ce moctwxe ako npasa { nposia3u kpo3 taury F u Baxku DP = %\/ab.

Heka ce npaBe BM u CN cery y tauku P. I[lpumernmo ma cy tauxke D u M cumerpudse
raukama F u N y onnocy ua npasy AJ. Iloc-
MarpajMo Tauky F' y K0joj mpumucaHU KPyT
macupam A momupyje mpaBy AC. Kako je
<JFE = 90°, Baskmw NF = NFE = MD.
Tarobe je <NFC = <NEC = <MDB n
FC=DB = W. I[Ipema Tome, Tpoy-
rnmoBu DBM un FCN cy nonmymapHu, ma je
<ABP = <DBM = <FCN = 180° — <ACP, A
mro 3uaun na rauke A, B, C' u P sexke HA UCTOM KPyTy.

Heka cy K1, Ko u K3 penoM mpojeknuje Tauke
K wa npase BA, AD u DC, a Ly, Ly u L3 pe-
noum mpojeknuje tauke L na npase AB, BC u
CD. Tana je KL > K1Ly u KL > K3Ls.
Kako je K1L1 +K3L3 = |AB - AK1 — BL1| +
|CD—DK3—CL3| > |AB+CD—-AK,—DK3—
BL, — CL3] = |[AB+ CD — AKy — DKy —
BLy — CLs| = |AB+ CD — AD — BC|, caemun
2KL >|AB+CD — AD — BC|.

Heka je M cpemumre crpanure AB, a X u
Y rtaure y wojuma upasa OM ceue mpase
AD u BD. U3 <AXO = «BAC = <DKO
ciemu OX = OK, na je DX = AK. Cuauuno
je DY = BL. Cagna MenenajeBa teopema y

AABD naje % . % . % =1, mro ce mMoxe

IPEnucaT Kao %-%-% =1, aTo je ycmosB

roauueapuoctu tavaka K, L u M y AABD.

HoBomuo je mora3atu ma cy cpemummra Xi,
Yi u Zy nyswu EX, EFY u EZ, penom, Ko-
guHeapHa. KRako je X; yjemmo m cpenumire
nysxu BC, Bawm XM = %AB = %C’D =
X1N. Canuno je YI1M = Y1 N, nma taure X;
un Y7 npunanajy cumerpasu s nyxu MN. C
Apyre cTpane, Kako je <KFMZ = <ENZ =
90°, Taura Z; je meHTAp Kpyra OIKCAHOT
oro uerBOopoyrna FMZN, na u oHa mpumamga
CUMETPAJA S.

[Mocmarpajmo caury Q1 Tauke P mpu uaBep3uju ca nearpoMm A u monynpeunuxkom v AB - AC.

360r 45 = 45 sawn AAQIC ~ AABP u ABAQ, ~ APAC. Caemn na je <BQiC =

SBQi A+ <AQ|C = <PCA + <ABP = <BPC — <BAC = 90°. Iarne, Q; = Q.
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Oszmayumo ca N cpemumre ayka BAC.
Ilokazahemo ma je tauka R/, cumeTpuuna
rauku R y omaocy Ha cumerpasy ny:xu BC,
M30roHAJHO crperumyra tauku Q@ y ANBC.
Opnasme he cremntu <CNR = <BNR' =
<CNQ, 1j. R € NQ. IoBomHO je ma mo-
raskeMo na Baxku <R'CB = 180° — <NCQ u
<R'BC = 180° — </NBQ.

Yraose tpoyraa ABC o3mauaBaMo yobuua-
jeno ca a,f3,7. Moxkemo ma cmaTpamo na je
B = ~. Nmamo <R'CB + <NCQ = <RBC + <NCQ = (90° — 5 + <ABP) + (ﬂ% + <ACQ) =
$ + <ABP + <ACQ = § + <AQC + <ACQ = 180°. Amamorso je <R'BC + <NBQ = 180°,

IITO CMO M XTEJIM Ja OJOKaAKEeMO.

3a mouerak npumetumo na je AQAN =2 AQBM (QA =QB, AN = BM u <QAN = <QBM).
Omnarie je QM = QN u (360or <AQN = <BQM) <NQM = <AQB = <ACB = «KCL, na je
AQNM ~ ACKL.

Heka cy D u E penom cpenumra ny:xu BC u
AC n mera npase RD u RE penom ceky npasy
KLy raurkama S ul. Tpoyrnosu DSL, EKT
u RST cy xomoreruunu tpoyriay CKL, Tako
na je DS = DL = DM, ET = EK = EN n
AQMN ~ ARST. Cnemu ma cy upase MS
u NT mopmasue Ha npaBy KL, omakie je mo
TanecoBoj Teopemu % = %. IIpema Towme,
u tpoyraosu QMP u RSP cy caugnm, te je

<QPM = <RPS, 1j. <QPK = <RPN.

Pazasojuhemo mocmarpann mosmaoMm Ha msa: f(22) = 22016 4+ (%)229M 4 ...+ (%)2? + (¥) m
z-g(2?) = ()22 4+ ()23 4 ... + (%)2® + (x)z. Banxruh moxe ma urpa tako ma oba oBa
HOJIMHOMa, Oy Iy messuBa ca z2 + 1. 3aumcTa, Kam rox MUIIKO 3a1a BPEIHOCT HECKOM KoepuImI-
jeHTy jemHor oz oBa IBa moJyuHOMa, Bantuh 3amaje BpeIHOCT HEKOM APYrOM KOE(UIN]eHTY
ucror mosmuoMa. OBako he cBakoM on oBa mBa HoJMHOMa DanTtuh ozpemuTu mociemmu
KOe(QUIMjeHT, U NOBOJLHO je ma ux momecu Tako ma je f(—1)=g(—1) =0.

ITo ycmoBy mocroju crpyumak, perumo llepa, koju je uwmanm 6ap meT KOMUCHja: O3HAYMMO
te komucuje ca 1,2,3,4,5. Axko tBpheme 3amaTka HUje TAUHO, CBaKa O YETBOPKU KOMUCH]A
(1,2,3,4), (1,2,3,5) u (1,2,4,5) uma ocum Ilepe jom Gap mo jemHor 3ajefHMYKOr djaHa: Ha-
30BUMO Te unanose pegoMm Josa, Cuma m Brama (omu mopajy Gutm pasziauuure ocobe, jep
ce HUKO ocuM Ilepe He Hama3W y CBUX HeT KoMwucuja). Tako ce y mpecery komwucuja 1 m 2
naJsiaze versopuna: Ilepa, Josa, Cuma u Biana, mro je KoHTpaIuKImja.

Osznauumo ca F,, paMuianjy cBUX CKyIOBa TEroBa yKyIHE Mace n.

ITocmaTpajmo 6uio koju ckyn A = {1, x9,...,25} € Fp, THe je 21 < To < -+ < X. YBem-
hemo mpecaukasamwe f : F, — F,y1 Ha cinemehwm maumn. Axo je x1 > 1, omna je f(A) =
{1,21,22,...,2}, & aro je x1 = 1, ouma je f(A) {za,...,xp_1, 2k + 2}. Jacuo je ma je

npeciukaBame [ MHjeKTUBHO, omakie je A, = |F,| < |Fnt1| = Ant1-

Cumarpahemo na cy crpanuie mapaJjiesHe ocamMa T W Y, IPU Y4eMy Cy jeaHa Ol HAJHUKUX XO-
PU3OHTAJIHUX CTPaHUIA, a1, Ha r-ocu. Kpehyhwu ce mo muOrOyriay y mosutuBHOM cMepy, 03-
HAYUMO XOPU3OHTAJHE CTPAHUIE Ca 1,02, ..,d500 1 YCMEPUMO UX y cMepy kperama. CBaka
Ol CTpAHUIA a; ca T-0coM onpebyje mpaBoyraoHuk mupurHe ¢;. AKO je CTpaHUIA a; YCMepeHa
y MO3UTUBHOM CMEPY II0 Z-OCU, TOBPIINHA A; OBOr MIPABOYTraOHUKA je TO3UTUBHA, & Y CYIPOT-
HoM je merartusHa. [lospmmua muoroyriaa je A; + As+ -+ Asgo. Kako cy myssune crpanuna
Hemapue, A; n A;y1 mvajy pasaumunte nmapuoctu 3a 1 < i < 499, na osaj 30up ykmyuyje 250
HenmapHux cabupaka, Te je MOBPIIMHA MapHa.
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Oparosop je 100.

Hera cy 6e3 cmamema ommroctu a1 < a2 < ... < ajgp mupwmie, a by < by < ... < bigo
BUCHUHE NOOMjeHnx npasoyraonuka. O3maumo ca Py, mpaBoyraoHuk a; X b; y monenu. Kako je

23201 Vaibioi—i < 211201 M% =100, Gap jeman ox mpaBoyraoHuka P 191—; KMa IOBPLIXHY
e Behy on 1, a onzma To Baskm u 3a cBux (101 —4) > 100 npasoyraonuka Pry ca k < i u
¢ <101 — . Harise, 6ap 100 mpaBoyraonuka nva noBpmury He Behy om 1.

OBaj 6poj ce mocTu:Ke aKo ce MoIecu a1 = -+ = agg = 1,01, ajg0 = 0,01 u by =--- = bypg = 1.

Oparosop je N = 730.

Jlema (Epdow-Cexepew). Ako cy a,b € N, cBakn H13 (pa3auumnTux) PEANHUX OPOjeBa Ly:KUHE
ab+ 1 cagpsxu pactyhu momaus mysxkuse o + 1, uau onanajyhwm nmomuus nysxwmue b+ 1.

Zoxas. Heka je nar HU3 T1,22,...,Tqp+1. lIpeTnocTaBuMo ma HeMa pacTyher momHu3a Ly:KUHE
a+1 u 3a cBako ¢ osnaummo ca d; (1 < d; < a) ayxuny Hajaysker pacrtyher momHusa
unju je upsu 4naH ;. [loctoju BpemnocT d Koja ce jaBma y Hu3y (d;) 6ap b+ 1 myra,
penumo di, = -+ =d;,,, = d. Taga je mo mpermocrasuu T; > Ty, > -+ > Ty, MTO je
omanajyhm momuu3 aysxmuae b+ 1. O

[Tokaxkumo ma mehy 730 yuenura nmocroju 10-umana koH3UCTEeHTHA rpyna. HazoBumo obiractu
anzebpa, zeomempuja, Komburamopura v meopuja b6pojesa. CopTupajMo yueHUKe y omanajyhu
a3 Uy, Us,...,Ursp o0 moeHuMa m3 ajredbpe m O3HAUMMO ca ¢; MoeHe ydueHumka U; m3 re-
omerpuje. Axo Hu3 (g;) campsku onanajyhu monuus gj,, ..., ¢, Ayxkute 10, nMaMO KOH3UC-
reuray rpyuy Uj,,...,Uj,. Y cynporaoM, mo Jlemu (3a a = 81 u b = 9), y memy mnoc-
Toju pacryhm momuus ¢, ,...,gis, Ayxube 82. Takro cy yuenmumu Uj,,...,U;, copTtupanu y
omamajyhu mopemak y anrebpu m pactyhm y reomerpuju. Mebhyrum, ako je c¢p Opoj moena
yueHnka U;, 13 KOMOMHATOPHMKE, HHU3 Ci,...,Cgy IIO JIEMH CAADP/KM pacTyhnm miam omanajyhm
nonuu3 ayxkuse 10, u taj momHM3 onpebhyje KOH3UCTEHTHY I'PYIY yUEHUKA.

Ocraje ma mamo npumep 729 yuenmra Oe3 10-unaHe KOH3UCTEHTHE IpyIe. 3alUNIAMO CBaKU
6poj n = 0,1,...,728 y ocuoBu 9: n = (abc)y, u majmo (n + 1)-tom yuenury (abc)g moena us3
anrebpe, (ab'c’)g moena uz reomerpuje, (a’bc’)g noena uz kombunaropure u (a’b’c)g noena us
Teopuje Gpojesa, rae ' o3Hauasa muppy 8 — x. Jlako ce mpoBepaBa ma y OBOj TPyIM HEMA
KOH3UCTeHTHe rpyne 10 ydeHUuKa.

Ca id u g penom o3mauasamo nepmyranuje id(z) =z u g(x) = x + 1. Ilo ycnosuma (i) u (ii),
CKyn Z, ce MO:Ke IONeJuTU Ha qucjyHkTHe napose (z, f(z)), ma 2 | n. Ilo ycaosy (iil) Basku
(fog)?® =id, omakse ciemu je fog mapma mepmyranmja. Kako je mepmyTammja g menapua (jep
vMa TayHo n — 1 uEBep3uja), u f mopa Outu menapua. C mpyre crpase, f je KOMIO3UIMja
§ OUKIyca MysuHe 2 (KOju Cy CBU HemapHe IepMyTamuje), 1a je meH 3HaK (=1)"/2. Tpewma
Tome, 21 &, 1j. n =2 (mod 4).

Koncrpyucahemo npumep 3a n = 4k+2 (k € Ny). Togemmmo cryn Z,, ma mapose (37, 3i+1)F-}
u (3i—1,4k — i)fzo n nepuHUIMUMO (PYHKIU]Y [ TAKO na Yy CBAKOM IIapy CJIUKA jedaH eJeMEeHT
y apyru. Ilepmyranuja h mara ca h(z) = f(x + 1) tana ciuka 3t - 3iu3i—1—3i+1—
dn —1—4i— 3i — 1, na je 3aucra h® =id.

[MTocmaTpajmo mpom3BosbHY momesny terosa Ha k GsokoBa. Ca B; o3aumMo i-Tu OJIOK, a ca
b; meroy macy. Hum hemo mocruhu monoB/meHMM mM3BpInaBameM ciaenehier kopaka.

Hexka je B, jeman ox MakcUMaJHUX OJOKOBa, a By meMy HajOmm&n MUHUMAJHN OJIOK; HEKa je

6e3 cMamema ommTocT ¢ > p. Ako je |b, — by > 1, jeman Ter u3 Guoka B,_1 npebamuhemo

y By. Ha oBaj maunn maca makcumaJsiHOr OJsi0Ka Huje mopacia. Ocum Tora, ako je ¢ —1 > p,
koo,

Besmunna S = )., |i—p|(B,—B;) ce cmamuia 3a Macy npebadenor Tera. Kako ce S me Moxe

Beckornauno cMmamusaru (jep je S > 0), y HekoM TpeHyTKy he ce maca Gioka B, CMAmBUTH.

[Tomro moryhux nmonena mMa KOHAYHO MHOI'O, OBaj IIPOIEC he ce jeaHOM 3aBPIIUTH, najyhn
TPaKEHY TOJCIY.

OaroBop Ccy CBU ONPpUPOAHU OPOjEeBU KOjU HUCY CTEIEHU NBOjKE.

Axo jen =2F(214+1)3ak > 0wul > 1, ouna 3a (a,b,c) = (2%, 2%, 2¥) mmawmo [a, b] + [b, ¢| +[c, a] =
2k + 2k 4 2k = .
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[pernocraBumo cama na je n = [a,b] + [b,c] + [c,a] = 2F, npu wemy je k majumame moryhe.
Meby 6pojesuma a,b,c cy Gap asa mapua (y cymporaoMm 2 { n), pemumo b = 2by u ¢ = 2¢4.
Taza je [a,bi]+ [b1, 1]+ [c1,a] = 1[a,b] + $[b,c] + 1[c,a] = 2!, korTpammEnmja ca usbopowm k.

3akeNuz>0, [kt] je jennaro 6pojy nemobpojuux tadaka (k,y) HA WO UCTOL IpaBe Yy = tr.
Tako je f(t) = [t] + [2t] + - - - + [nt] jemmaro 6pojy Tauaka ymyTap npasoyraoamka ABCD xoje
cy Ha wnu ucnon gujaronasne AC, rme A(0,0), B(n + 1,0), C(n + 1,t(n + 1)). Cuemmjasuuo,
ako je t(n + 1) = m npupogan 6poj, onza ucnon u usHan aujaronane AC umma jemnar Gpoj

nenobpojunx tavaka, ma je f(t) = W, roe je N = (m,n+ 1) — 1 6poj nenobpojanx
rauvaka Ha qujaronasau AC. 3a m = 4035 je f(%) =2017Tn + w.

Ako je (n+1,4035) =1, z = % je peleme jemHaduHe.

Hera je cama (n+ 1,4035) # 1. Ysumamem x < % ry6umo (4035,n + 1) — 1 meaobpojuux
Tavaka Ha aujaronasu, na je f(x) < 2017n — w < 2017n. To 3mauum ma jenHaymHa

f(z) = 2017n rana Hema pemema.

N3 ycnosa 3amarka ciaenu na cy csux n(n — 1) pasmuka a; —a; (i # j) pasaudure on Hyle u
MeDycoOHO pazaumumre 1Mo MOIYITy w: 3ancTa, U3 a; — G = aj — a; OM CIeTUIO a; + a; =
a; + ar. Mebyrtum, 3a n >3 je n(n—1) > % — 1. Ocrajy camo cayuajesu n=1u n = 2,

a 3a ®BUx nmocrtoje npumepu a3 =0 u (a1, a2) = (0,1).

Cmarpahemo ma je n > 100. Heka je n!+1 = p{"p5?---pp* kanoncka ¢paxropusammja 6poja

n! + 1. Tlo mpernocrasiu je n < p; < 100n 3a cse i. Illra Bumie, eKCcIOHEHT TpoOCTOr Opoja
p; y (100n)! je Mmamu ox 100, ma je a; < 100. Cremn ma je n™? < n!+1 < (pip2...pr)"°. C
Opyre cTpaHe, IMOIACETUMO Ce & IPOU3BOI CBUX IPOCTUX OpojeBa mamux onx 100n mHuje Behn
on 41007 Cuemu na je n'/? < 49900 qj p < 419800

[MomTo je a® = a (mod 4), u3 ycnosa 3agaTka ciaemm aa 4 | a+b, ma MokeMo 1a TPEeTIOCTABAMO
majea=1ub=3 (mod4). Hexa 2F [[a—1u 2¢| b+ 1, rme cy k,£ > 2. Tlo nemu o muszamy
excrionenta mvamo 281 || ab=t —1 u 2846 || po=t — 1. Cremm na 2+ || a(a® ' —1)—b(b* 1 1) =
(a® +b) — (b* + a), omarme je k > 2016. IIpema tome, a = 1 wm a = 2296 + 1. Ocum Tora,
nomro je tana a® = a (mod 22°'7), mmamo 22017 | a + b, Tj. b= 22017 — q.

Jenuna pemema (a,b) cy maposu (1,22917 — 1) u (22016 +1,22016 _ 1) ca mepmyTammujama.

[Torpaskuhemo n y obaury n = 27"3+1, e je m CJIOsKEeH HemapaH Opoj - Tama je W 1 CIOKEH.
n—1 . m—1__ m—1
Yenos n | 277 + 1 je 3amoBomen axo m | 2 = L. Crasumo m = 2F — 1. Karo 3| 277 +1,
. m—1 . — —
NOBOJBHO je ma Basku m | 272 —1, 1j. k| 2L =21 1,

[Tocmarpajmo HU3 ap = 11 u a;41 = 2% —1. Karo je a; = 2047 = 23-89, jeqnocTaBHA WHIYKIN]ja
nokasyje zna je a; cinomen 6poj ma; | 241 —13acsed > 1. Baucra, uz a; | 2241 —1) = a;41—1
caemn a;qq = 2% — 1| 2%+1-1 1,

Hanomerna. Moryhe cy pa3ne KOHCTPYKIUje, HID. N = 42—“ 3a mpocT 6poj p > 5.

[TocmaTpajmo ke/beHe pacmopene y OpHe u Oeje KyTuje W IPOM3BOJBAH CKYI KyTuja S.
Kecuiy 30BeMo yrympawmom ako je y yKebeHUM PACIOpeauMa Caap:RaHa Uy 0esio] U y IPHO]
KyTuju y ckymy S, a Cnosawmom ako je camp:kaHa y caMo jemHoj kytuju y S. Bumo roju
ckym ca b Oenux u ¢ upHUX KyTHuja 3a b+ ¢ < p+ ¢ CAOPEN CHOBAMBY KECUILY: Y CYIPOTHOM
6u 6uso bg = cp, mro je wemoryhe 36o0r (p,q) = 1.

Wenykumjom mo & moka3yjeMo na 3a CBakO T < p + ¢ IOCTOJU CKYI OX YKYIHO T Oeianx m
IPHUX KyTUja Koju canpske 6ap x — 1 ymyrpammux recuna. OBo je tauno 3a x = 1. Ako
IIOCTOjU OBaKaB CKyI ca T < p+ ¢ — 1 KyTuja, y meMy mMa 0ap jeAHa CIOJballkha KECUIa,
¥ MOBOJLHO j€ IMPUKJILYUYUTH CKYIy APYTY KyTHU]y KOja CAIP:KU OBY CIOJbAIIY Kecully (uumme
OHA NOCTAje YHYTpAIlmha); Ho0ujeHu CKyn uMa & + 1 KyTuja u 6ap & yHYTPAUILUX KECULA.
Tako 3a * = p+ ¢ — 1 umamo 6ap z — 1 yHyTpammux 1 jeaHy CIOJBAIILY, Tj. YKYIHO Oap
p+q—1 recuna. Haxkne, n >p+q—1.
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ITokazahemo muaykmmjom mo p + ¢ ma je p+ q¢ — 1 kecuna mosomuo. Heka je p=q+r, r > 0.
[To MHAYKTUBHO] IPETIOCTABIM MOKEMO Ia CIakyjeMo 6omOoHe y ¢+ 71— 1 Kecuna Tako na ce
KeCHUIle MOT'y PACHOpPEIUTU yV 7 DeNux KyTuja ca 1mo ¢ 6oMO0HA, MAM y ¢ MPHUX KyTHUja Ca IO T
6ombona. lomajmo jomr ¢ HOBuX Kecuma ca mo ¢ 60MOOHa, WTO YKYIHO maje p-+ g — 1 recuna.
Hose kecuue ce MOy pacnopeauTy 110 jeHa y ¢ JOAATHUX Oenux Kyrtuja (dume GUCMO mMauiu
P KyTHja ca mo ¢ 6oMOOHA), MK ce MOKe CTABUTH IO jemHa y moctojehe npue kyTtuje (unme
BucMo mMasn ¢ Kytuja ca mo p 6ombona). OBako je npobiem permen u 3a map (p,q).

Hexka je (pr — 2%)(py — y?) = k2. Kaxo je k? — (2y)? = pry(p —x —y) > 0, ciemu k > xy u
k = t+ay (mod p).

(i) k —2zy = lp 3a merko | € N. Tana je Ip(lp + 2zy) = pry(p — x — y), wro ce cBOAU HA
ryp—x—y—20)=0Pp>0,map|lz+y+2u0<z+y+2 <p, mro je memoryhe.
(ii) k + zy = lp 3a mero | € N. Tana je Ip(lp — 2zy) = pay(p —  — y), WTO Ce CBOIU HA
2

zy(p—ax—y+20)=1p, nap|rx+y—2. Mebyrum, u3 lp=k+azy < & caenn 0 < 21 < p,
ma Mopa 6utu z +y = 2l. Cana jeu xy = 1%, na je x =y = [.




