
Pripreme za MMO - Beograd, jun 2017.

Zadaci za samostalan rad
(pripremio Duxan �uki�)

Pokuxao sam, verovatno neuspexno, da unutar svake oblasti sortiram zadatke od lakxih ka teжim.

Radite ih sami i probajte svaki. Dajem vam 10 dana za rad. Lepo se zabavite.

Algebra

1. Niz pozitivnih realnih brojeva x1, x2, . . . zadovoǉava uslov
∑∞

n=1
xn

2n−1 = 1. Dokazati

nejednakost
∑∞

n=1
x1+···+xn

n2 6 2.

2. Odrediti sve realne polinome P (x) takve da vaжi (x + 1)3P (x − 1) − (x − 1)3P (x + 1) =
4(x2 − 1)P (x) za sve x.

3. Postoje li dve funkcije f, g : R → R takve da vaжi f(x+f(y)) = {y}+g(x) za sve x, y ∈ R?

4. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni brojevi. Dokazati da bar jedan od brojeva x1,
1
x1

+ x2,
1
x2

+ x3, . . . ,
1

xn−1
+ xn,

1
xn

nije ve�i od 2 cos π
n+2 .

5. Na�i sve funkcije f : R+ → R+ takve da vaжi 2f(x) 6 f(y) 6 3f(x) kad god su x, y > 0 i
2x 6 y 6 3x.

6. Neka su x1 6 x2 6 . . . 6 x2n−1 realni brojevi i X ǌihova aritmetiqka sredina.
Dokazati da je

∑2n−1
i=1 (xi − xn)

2 6 2
∑2n−1

i=1 (xi −X)2.

7. Neka je n prirodan broj. Polinom P (x, y) stepena ne ve�eg od n−1 zadovoǉava P (x, y) = x
y

za sve prirodne brojeve x, y za koje je x+ y 6 n+ 1. Koliko je P (0, 0)?

8. Niz prirodnih brojeva a1 < a2 < a3 < . . . zadovoǉava uslov aan
6 an + an+3 za sve

n ∈ N. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo trojki indeksa k < l < m takvih da je
ak + am = 2al.

Geometrija

9. Na krugu su izabrane qetiri taqke i za svaku od ǌih je izraqunat proizvod rastojaǌa
do preostale tri taqke. Mogu li ovi brojevi biti jednaki 1, 2, 3 i 4?

10. U trouglu ABC sa stranicama a < b < c, taqke D, E i F su redom sredixta stranica
BC, CA i AB. Prava ℓ seqe prave BC, CA i AB redom u taqkama P , Q i R. Dokazati
da je DP + EQ+ FR >

√
ab.

11. Upisani krug trougla ABC dodiruje stranice AB i AC redom u taqkama D i E. Neka
je J centar pripisanog kruga trougla ABC naspram temena A. Taqke M i N su redom
sredixta duжi JD i JE. Dokazati da se prave BM i CN seku na opisanom krugu
trougla ABC.

12. U konveksnom qetvorouglu ABCD, simetrale uglova A i D se seku u taqki K, a sime-
trale uglova B i C seku se u taqki L. Dokazati da je KL > 1

2 |AB −BC + CD −DA|.

13. Neka je O centar opisanog kruga oxtrouglog trougla ABC, a CD ǌegov preqnik. Na
polupravim DA i DB date su redom taqke K i L takve da je ∢DKO = ∢BAC i ∢DLO =
∢ABC. Dokazati da prava KL polovi stranicu AB.

14. U konveksnom qetvorouglu ABCD vaжi AB = BC = CD. Dijagonale AC i BD se seku
u taqki E. Taqke X i Y su takve da su BECX i AEDY paralelogrami, a Z je taqka
takva da je AZ = CZ i BZ = DZ. Dokazati da su taqke X, Y i Z kolinearne.

15. Na simetrali ugla BAC trougla ABC date su taqka P unutar △ABC i taqka Q van
ǌega (ali unutar ∢BAC) tako da je ∢BPC = 90◦ + ∢A i ∢BQC = 90◦. Taqka R je
dijametralno suprotna taqki P na krugu BPC. Dokazati da prava QR prolazi kroz
sredixte luka BAC opisanog kruga △ABC.



16. Dat je nejednakokraki trougao ABC. Na stranici CA date su taqke K i N , a na
stranici CB taqke L i M , tako da vaжi CK = CL = BM = AN . Duжi KL i MN seku
se u taqki P . Taqka Q je sredixte luka ACB opisanog kruga trougla ABC, a R je
sredixte stranice AB. Dokazati da je ∢RPN = ∢QPK.

Kombinatorika

17. Na tabli je zapisan izraz x2016+(∗)x2015+ · · ·+(∗)x+(∗). Mixko i Balti� naizmeniqno
zameǌuju po jednu zvezdicu realnim brojevima, pri qemu Mixko igra prvi. Kada su
sve zvezdice zameǌene, Mixko pobe�uje ako dobijeni polinom nije deǉiv sa x2 + 1, a
Balti� ako jeste. Ko ima pobedniqku strategiju?

18. Sto struqǌaka je obrazovalo 450 komisija. Svake dve komisije imaju najvixe tri
zajedniqka qlana, a svakih pet imaju najvixe jednog zajedniqkog qlana. Dokazati da
postoje qetiri komisije koje imaju taqno jednog zajedniqkog qlana.

19. Dat nam je po jedan teg svake od masa 1, 3, 5, 7, 9, . . . Za n ∈ N, neka je An broj naqina na
koje se moжe odabrati nekoliko tegova sa ukupnom masom n. Dokazati da je An 6 An+1

za n > 2.

20. Svi uglovi (nekonveksnog) 1000-ugla su pravi, a duжine svih ǌegovih stranica su
neparni prirodni brojevi. Dokazati da je ǌegova povrxina paran prirodan broj.

21. Kvadrat stranice 100 je pomo�u 99 horizontalnih i 99 vertikalnih pravih podeǉen
na 10000 pravougaonika. Koliko najmaǌe me�u ovim pravougaonicima moжe da ima
povrxinu ne ve�u od 1?

22. Na takmiqeǌu je N uqenika radilo zadatke iz qetiri oblasti, i svaka dva uqenika
u svakoj oblasti imaju razliqite poene. Grupu uqenika zovemo konzistentnom ako
se moжe istovremeno sortirati u rastu�i poredak po poenima iz dve oblasti. Na�i
najmaǌe N koje garantuje postojaǌe konzistentne grupe 10 uqenika.

23. Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji funkcija f : Zn → Zn takva da za svako
x ∈ Zn vaжi f(x) 6= x, f(f(x)) = x i f(f(f(x+ 1) + 1) + 1) = x.

24. Duж prave je postavǉeno n tegova qije su mase u intervalu (0, 1). Blokom smatramo
skup nekoliko uzastopnih tegova. Dokazati da je za svako k (1 6 k 6 n) mogu�e podeliti
tegove u k (disjunktnih) blokova tako da se ukupne mase nikoja dva bloka ne razlikuju
za vixe od 1.

Teorija brojeva

25. Na�i sve prirodne brojeve koji se mogu predstaviti u obliku zbira [a, b] + [b, c] + [c, a]
za neke prirodne brojeve a, b, c, gde [x, y] oznaqava najmaǌi zajedniqki sadrжalac x i y.

26. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje jednaqina [x]+ [2x]+ [3x]+ · · ·+[nx] = 2017n ima
rexeǌe u skupu realnih brojeva.

27. Za koje prirodne brojeve n postoji n prirodnih brojeva a1, . . . , an takvih da svi zbirovi

ai + aj (1 6 i 6 j 6 n) daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa n(n+1)
2 ?

28. Dokazati da ima samo konaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da n! + 1 deli (100n)!.

29. Na�i sve parove neparnih prirodnih brojeva a, b maǌih od 22017 takvih da su brojevi
ab + b i ba + a deǉivi sa 22017.

30. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo sloжenih prirodnih brojeva n za koje je 2
n−1

2 +1
deǉivo sa n.

31. Neka su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi. Dato je p belih i q crnih kutija i
pq bombona raspore�enih u n kesica. Kesice je mogu�e rasporediti u bele kutije tako
da svaka kutija sadrжi po q bombona, a tako�e ih je mogu�e rasporediti u crne kutije
tako da svaka kutija sadrжi po p bombona. Na�i najmaǌu mogu�u vrednost broja n.

32. Neka je p > 2 prost broj i neka su x i y prirodni brojevi sa 1 6 x, y 6
p−1
2 . Ako je

(px− x2)(py − y2) potpun kvadrat, dokazati da je x = y.

::::::::::::



Rexeǌa

1. Oznaqimo sn = x1+· · ·+xn i s0 = 0. Po uslovu zadatka je 1 =
∑∞

n=1
xn

2n−1 =
∑∞

n=1
sn−sn−1

2n−1 =
∑∞

n=1 sn

(

1
2n−1 − 1

2n+1

)

= 2
∑∞

n=1
sn

4n2−1 . Sada je
∑∞

n=1
sn
n2 < 4

∑∞
n=1

sn
4n2−1 = 2.

Napomena. U datim uslovima, suma
∑∞

n=1
x1+···+xn

n2 moжe biti proizvoǉno bliska broju 2.

Zaista, ako je xm = 2m− 1 i xi = 0 za i 6= m, onda je
∑∞

n=1
x1+···+xn

n2 = (2m− 1)
∑∞

n=m
1
n2 >

(2m− 1)
∑∞

n=m( 1n − 1
n+1 ) = 2− 1

m .

2. Ubacivaǌem x = 1 dobijamo P (0) = 0, pa je P (x) = xQ(x) za neki polinom Q. Data
relacija postaje (x + 1)2Q(x − 1) − (x − 1)2Q(x + 1) = 4xQ(x), xto se moжe zapisati kao
(x + 1)2[Q(x) − Q(x − 1)] + (x − 1)2[Q(x + 1) − Q(x)] = 0. Ako oznaqimo R(x) = Q(x + 1) −
Q(x), imamo (x + 1)2R(x− 1) + (x− 1)2R(x) = 0. Me�utim, vode�i koeficijent polinoma
(x + 1)2R(x − 1) + (x − 1)2R(x) jednak je dvostrukom vode�em koeficijentu polinoma R,
pa mora biti R ≡ 0, tj. Q = c je konstanta. Sledi da je P (x) = cx.

3. Uvrx�ivaǌem y = 0 dobijamo g(x) = f(x+ f(0)), pa je f(x+ f(y)) = {y}+ f(x+ f(0)). Tako
za 0 6 y < 1 vaжi

f(x+ f(y)− f(0)) = f(x) + y.

Odavde sledi da, kad god je a = f(x1) i |b − a| < 1, postoji x2 takvo da je b = f(x2).
Jednostavnom indukcijom sledi da za svako c postoji x za koje je f(x) = c.

Prema tome, postoje z takvo da je f(z) = f(x + f(0)) + 2 i y takvo da je x + f(y) = z, i
tada je f(x+ f(y)) = f(x+ f(0)) + 2, tj. {y} = 2, kontradikcija.

4. Oznaqimo φ = π
n+2 i pretpostavimo da su svi posmatrani brojevi ve�i od 2 cosφ =

sin 2φ
sinφ . Indukcijom sledi da je xk > sin(k+1)φ

sin kφ . Zaista, ako je xk−1 > sin kφ
sin(k−1)φ , onda je

xk > 2 cosφ − 1
xk−1

> 2 cosφ − sin(k−1)φ
sin kφ = 2 sin kφ cosφ−sin(k−1)φ

sin kφ = sin(k+1)φ
sin kφ . Tako je xn >

sin(n+1)φ
sinnφ = sinφ

sin 2φ = 1
2 cosφ , tj.

1
xn

< 2 cosφ, kontradikcija.

5. Ako je x 6
3m

2n za neke m,n ∈ N, onda zbog 2nx 6 3m po uslovu zadatka vaжi 2nf(x) 6

f(3m) 6 3mf(1), tj. f(x) 6 3m

2n f(1). Dokaza�emo da za svako ε > 0 postoje m,n ∈ N takvi

da je x 6
3m

2n < x+ε. Tada �e slediti f(x) < (x+ε)f(1) za sve ε > 0, i odatle f(x) 6 xf(1).
Na sliqan naqin se dokazuje f(x) > xf(1), pa sledi f(x) = xf(1) za sve x.

Kako je broj log2 3 iracionalan (zaista, ako je log2 3 = p
q , onda je 2p = 3q, xto je nemogu�e

za cele p, q 6= 0), po Dirihleovoj teoremi postoji prirodan broj k takav da je {k log2 3} <

log2(x+ε)−log2 x, a tada za l = ⌈ log2 x
{k log2 3}⌉ vaжi log2 x 6 l{k log2 3} = kl log2 3−n < log2(x+ε),

gde je n = l[k log2 3]. Ovo je ekvivalentno sa x 6 3kl

2n < x+ ε.

6. Zamenom niza (xi) nizom (xi − xn) po potrebi, moжemo da pretpostavimo da je xn = 0.
Tada je nakon razvijaǌa

2

2n−1
∑

i=1

(xi −X)2 −
2n−1
∑

i=1

(xi − xn)
2 =

2n− 3

2n− 1

2n−1
∑

i=1

x2
i −

4

2n− 1

∑

i<j

xixj =

1

2n− 1





2n−1
∑

i=1

x2
i + 2

∑

i<j<n

(xi − xj)
2 + 2

∑

n<i<j

(xi − xj)
2 − 4

∑

i<n<j

xixj



 > 0

jer je xixj 6 0 za i < n < j.

Napomena. Za dato n, konstanta 2 se moжe zameniti sa 2n−1
n , xto je i najboǉa ocena.



7. Uvedimo niz polinoma Pi(x, y) za i = 0, 1, 2, . . . relacijama Pi+1(x, y) = Pi(x+1, y)−Pi(x, y).
Stepen polinoma Pi nije ve�i od n− 1− i i vaжi P1(x, y) =

1
n za x, y ∈ N i x+ y 6 n, dok

za i > 1 vaжi Pi(x, y) = 0 za x, y ∈ N i x+ y 6 n+ 1− i.

Lema. Ako polinom Q(x, y) stepena ne ve�eg od k zadovoǉava Q(x, y) = 0 za sve x, y ∈ N
sa x+ y 6 k + 2, onda je Q ≡ 0.

Dokaz. Indukcija po k. Baza k = 0 je trivijalna. Neka je k > 0. Polinom R(x, y) =
Q(x + 1, y) − Q(x, y) ima stepen ne ve�i od k − 1 i zadovoǉava R(x, y) = 0 za sve
x, y ∈ N sa x+y 6 k+1, pa je R ≡ 0. Sledi da je Q(x, y) konstantan polinom po x, tj.
Q(x, y) = f(y) za neki polinom f stepena navjvixe k. Me�utim, iz f(y) = Q(1, y) = 0
za y = 1, . . . , k + 1 sledi Q ≡ 0. 2

Dakle, P2(x, y) ≡ 0, a odatle je P1(x, y) konstantno po x, tj. P1(x, y) = f(y) za neki
polinom f stepena najvixe n− 2. Poxto je 1− yf(y) = 1− yP (1, y) = 0 za y = 1, . . . , n− 1,
sledi 1 − yf(y) = C(1 − y)(2 − y) . . . (n − 1 − y) za neku konstantu C, a ubacivaǌem y = 0
nalazimo C = 1

(n−1)! . Tako je P (x, y) = 1
y [1− (1− y)(1 − y

2 ) . . . (1−
y

n−1 )]

Najzad, iz P (x + 1, y) − P (x, y) = f(y) sledi da je P (x, y) linearan polinom po x, i to
P (x, y) = xf(y) + g(y) za neki polinom g stepena najvixe n− 1. Lako nalazimo P (x, y) =
1
y [x−(1−y)(1− y

2 ) · · · (1−
y

n−1 )(x−
y
n )]. Tada je P (x, nx) = 1

n konstantno i odatle P (0, 0) = 1
n .

8. Pretpostavimo da ovakvih trojki (k, l,m) ima samo konaqno mnogo, tj da postoji N tako
da za sve N 6 k < l < m vaжi ak+am 6= 2al. Lako se proverava da skup {a, a+1, . . . , a+7} ne
sadrжi podskup sa 5 elemenata me�u kojima nikoja tri ne qine aritmetiqku progresiju.
Sledi da je an+4 > an + 8 za n > N . Xta vixe, poxto jednakosti an+4 = an + 8 i
an+8 = an+4 + 8 ne mogu istovremeno da vaжe, sledi i an+8 > an + 17. Odatle imamo
an+k > an + 17[k8 ] > an + 17

8 (k − 7) za n > N i k ∈ N0.

Tako za n > N imamo an > aan
− an+3 >

17
8 (an−n− 10), tj. an 6

17
9 (n+10). Me�utim, kako

je an > aN + 17
8 (n−N − 7), sledi aN + 17

8 (n−N − 7) 6 17
9 (n+ 10), tj. n 6 9N + 143− 72

17aN ,
xto nije taqno za sve n.

Drugo rexeǌe. Prvo �emo pokazati da je an 6 2n + 6 za beskonaqno mnogo brojeva n.
Pretpostavimo suprotno, da za neko N vaжi an > 2n+7 za sve n > N . Tada je 2an +7 6

aan
6 an + an+3 za n > N , tj. an+3 > an + 7. Me�utim, ako odaberemo s ∈ {3, 4, 5} tako

da je an ≡ n + s (mod 3), imamo an > aan
− an+3 > aan

− an+s > 7
3 (an − n − s), odakle je

4an 6 7n+ 7s 6 7n+ 35, xto je nemogu�e za velike n.

Za dati skup X ⊂ R oznaqavamo S(X) = {y + z | y, z ∈ X, y 6= z}.

Lema. Ako u skupu X ne postoje razliqiti elementi a, b, c takvi da je a+ c = 2b, onda je
|S(X)| > 3|X | − 7.

Dokaz. Neka su b1 < b2 < . . . . Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po |X | = r. Ono je taqno za
r 6 4 (npr. za r = 4 je b1+b2 < b1+b3 < b1+b4 < b2+b4 < b3+b4). Pretpostavimo da je
taqno za X = {b1, . . . , br−1}, ali ne i za X ∪{br}. To znaqi da me�u zbirovima bi+ br
(i < r) najvixe dva nisu u skupu S(X). Zbirovi br−1 + br i br−2 + br nisu u S(Ar−1),
tako da mora biti br−3 + br ∈ S(X). Jedina mogu�nost je br−3 + br = br−2 + br−1.
Tako�e, br−4+br ∈ S(X), pa mora biti br−4+br = br−3+br−1 ili br−4+br = br−3+br−2,
ali oba ova sluqaja su nemogu�a jer su redom ekvivalentni br−4 + br−2 = 2br−3 i
br−4 + br−1 = 2br−3, qime je indukcija zavrxena. 2

Pretpostavimo da za neko N ne postoje N < k < l < m takvi da je ak + am = 2al i
oznaqimo bi = aN+i. Za beskonaqno mnogo brojeva r vaжi br 6 2r + 2N + 6. Za takvo
r, neka su P i Q redom skupovi parnih i neparnih qlanova niza bi (1 6 i 6 r). Svi
elementi skupa S(P )∪S(Q) su parni i ne ve�i od 4r+4N+12, i pritom po pretpostavci
2bi 6∈ S(P ) ∪ S(Q) za svako 1 6 i 6 r. Sledi |S(P ) ∪ S(Q)| 6 2r+ 2N + 6− r = r+ 2N + 6. S
druge strane, po lemi je |S(P )|+ |S(Q)| > 3|P | − 7 + 3|Q| − 7 = 3r − 14 > 2|S(P ) ∪ S(Q)| za
r > 4N + 26, kontradikcija.

9. Neka su date taqke A,B,C,D, tim redom na krugu. Oznaqimo PA = AB ·AC ·AD; analogno
definixemo PB, PC i PD. Imamo 1

PA
= BC·BD·CD

Π = 4R·PBCD

Π , gde je R polupreqnik kruga

i Π = AB ·AC ·AD ·BC ·BD ·CD. Sliqno je 1
PB

= 4R·PACD

Π , 1
PC

= 4R·PABD

Π i 1
PD

= 4R·PABC

Π .



Sledi da je 1
PA

+ 1
PC

= 1
PB

+ 1
PD

= 4R·PABCD

Π .

Kako se brojevi 1, 12 ,
1
3 ,

1
4 ne mogu podeliti u dva para s jednakim zbirom, odgovor je ne.

10. Neka je
−−→
DP/

−−→
BC = 1

2α,
−−→
EQ/

−→
CA = 1

2β i
−→
FR/

−−→
AB = 1

2γ. Tada je s = DP +EQ+ FR = 1
2 |α|a+

1
2 (|β|b+ |γ|c) >

√

|α|(|β| + |γ|)·
√
ab i sliqno s >

√

|β|(|γ|+ |α|) ·
√
ab i s >

√

|γ|(|α|+ |β|) ·
√
ab.

Dovoǉno je dokazati da je bar jedan od brojeva |α|(|β| + |γ|), |β|(|γ| + |α|) i |γ|(|α| + |β|)
ne maǌi od 1.

Po Menelajevoj teoremi je (1 + α)(1 + β)(1 + γ) = −(1− α)(1 − β)(1 − γ), xto se svodi na
αβ + βγ + γα = −1. Pritom je bar jedan od proizvoda αβ, βγ, γα nenegativan: recimo,
αβ > 0 (sliqno je u ostalim sluqajevima). Tada je |γ|(|α|+ |β|) > |αγ + βγ| = |1+αβ| > 1.

Napomena. Jednakost se dostiжe ako prava ℓ prolazi kroz taqku F i vaжi DP = 1
2

√
ab.

11. Neka se prave BM i CN seku u taqki P . Primetimo da su taqke D i M simetriqne
taqkama E i N u odnosu na pravu AJ . Pos-
matrajmo taqku F u kojoj pripisani krug
naspram A dodiruje pravu AC. Kako je
∢JFE = 90◦, vaжi NF = NE = MD.
Tako�e je ∢NFC = ∢NEC = ∢MDB i
FC = DB = AB+BC−AC

2 . Prema tome, trou-
glovi DBM i FCN su podudarni, pa je
∢ABP = ∢DBM = ∢FCN = 180◦ − ∢ACP , A B

C

D

E

F

J

M

N

P

xto znaqi da taqke A, B, C i P leжe na istom krugu.

12. Neka su K1, K2 i K3 redom projekcije taqke
K na prave BA, AD i DC, a L1, L2 i L3 re-
dom projekcije taqke L na prave AB, BC i
CD. Tada je KL > K1L1 i KL > K3L3.

Kako je K1L1 +K3L3 = |AB − AK1 −BL1|+
|CD−DK3−CL3| > |AB+CD−AK1−DK3−
BL1 − CL3| = |AB + CD − AK2 − DK2 −
BL2 − CL2| = |AB + CD − AD − BC|, sledi
2KL > |AB + CD −AD −BC|.
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13. Neka je M sredixte stranice AB, a X i
Y taqke u kojima prava OM seqe prave
AD i BD. Iz ∢AXO = ∢BAC = ∢DKO
sledi OX = OK, pa je DX = AK. Sliqno
je DY = BL. Sada Menelajeva teorema u
△ABD daje AX

XD · DY
Y B · BM

MA = 1, xto se moжe

prepisati kao DK
KA ·BL

LD ·AM
MB = 1, a to je uslov

kolinearnosti taqaka K, L i M u △ABD.

A B

C

D
K

L
M
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X
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14. Dovoǉno je dokazati da su sredixta X1,
Y1 i Z1 duжi EX, EY i EZ, redom, ko-
linearna. Kako je X1 ujedno i sredixte
duжi BC, vaжi X1M = 1

2AB = 1
2CD =

X1N . Sliqno je Y1M = Y1N , pa taqke X1

i Y1 pripadaju simetrali s duжi MN . S
druge strane, kako je ∢EMZ = ∢ENZ =
90◦, taqka Z1 je centar kruga opisanog
oko qetvorougla EMZN , pa i ona pripada
simetrali s.
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15. Posmatrajmo sliku Q1 taqke P pri inverziji sa centrom A i polupreqnikom
√
AB ·AC.

Zbog AP
AB = AC

AQ1
vaжi △AQ1C ∼ △ABP i △BAQ1 ∼ △PAC. Sledi da je ∢BQ1C =

∢BQ1A+ ∢AQ1C = ∢PCA+ ∢ABP = ∢BPC − ∢BAC = 90◦. Dakle, Q1 ≡ Q.



Oznaqimo sa N sredixte luka BAC.
Dokaza�emo da je taqka R′, simetriqna
taqki R u odnosu na simetralu duжi BC,
izogonalno spregnuta taqki Q u △NBC.
Odavde �e slediti ∢CNR = ∢BNR′ =
∢CNQ, tj. R ∈ NQ. Dovoǉno je da do-
kaжemo da vaжi ∢R′CB = 180◦ − ∢NCQ i
∢R′BC = 180◦ − ∢NBQ.

Uglove trougla ABC oznaqavamo uobiqa-
jeno sa α, β, γ. Moжemo da smatramo da je

A
B

C

N

P

Q R

β > γ. Imamo ∢R′CB + ∢NCQ = ∢RBC + ∢NCQ = (90◦ − β + ∢ABP ) + (β−γ
2 + ∢ACQ) =

α
2 + ∢ABP + ∢ACQ = α

2 + ∢AQC + ∢ACQ = 180◦. Analogno je ∢R′BC + ∢NBQ = 180◦,
xto smo i hteli da dokaжemo.

16. Za poqetak primetimo da je △QAN ∼= △QBM (QA = QB, AN = BM i ∢QAN = ∢QBM).
Odatle je QM = QN i (zbog ∢AQN = ∢BQM) ∢NQM = ∢AQB = ∢ACB = ∢KCL, pa je

△QNM ∼ △CKL.

Neka su D i E redom sredixta duжi BC i
AC i neka prave RD i RE redom seku pravu
KL u taqkama S i T . Trouglovi DSL, EKT
i RST su homotetiqni trouglu CKL, tako
da je DS = DL = DM , ET = EK = EN i
△QMN ∼ △RST . Sledi da su prave MS
i NT normalne na pravu KL, odakle je po
Talesovoj teoremi SP

PT = MP
PN . Prema tome,

i trouglovi QMP i RSP su sliqni, te je
∢QPM = ∢RPS, tj. ∢QPK = ∢RPN .
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17. Razdvoji�emo posmatrani polinom na dva: f(x2) = x2016 + (∗)x2014 + · · · + (∗)x2 + (∗) i
x · g(x2) = (∗)x2015 + (∗)x2013 + · · · + (∗)x3 + (∗)x. Balti� moжe da igra tako da oba ova
polinoma budu deǉiva sa x2 + 1. Zaista, kad god Mixko zada vrednost nekom koefici-
jentu jednog od ova dva polinoma, Balti� zadaje vrednost nekom drugom koeficijentu
istog polinoma. Ovako �e svakom od ova dva polinoma Balti� odrediti posledǌi
koeficijent, i dovoǉno je da ih podesi tako da je f(−1) = g(−1) = 0.

18. Po uslovu postoji struqǌak, recimo Pera, koji je qlan bar pet komisija: oznaqimo
te komisije sa 1, 2, 3, 4, 5. Ako tvr�eǌe zadatka nije taqno, svaka od qetvorki komisija
(1, 2, 3, 4), (1, 2, 3, 5) i (1, 2, 4, 5) ima osim Pere jox bar po jednog zajedniqkog qlana: na-
zovimo te qlanove redom Jova, Sima i Vlada (oni moraju biti razliqite osobe, jer
se niko osim Pere ne nalazi u svih pet komisija). Tako se u preseku komisija 1 i 2
nalaze qetvorica: Pera, Jova, Sima i Vlada, xto je kontradikcija.

19. Oznaqimo sa Fn familiju svih skupova tegova ukupne mase n.

Posmatrajmo bilo koji skup A = {x1, x2, . . . , xk} ∈ Fn, gde je x1 < x2 < · · · < xk. Uvex-
�emo preslikavaǌe f : Fn → Fn+1 na slede�i naqin. Ako je x1 > 1, onda je f(A) =
{1, x1, x2, . . . , xk}, a ako je x1 = 1, onda je f(A) = {x2, . . . , xk−1, xk + 2}. Jasno je da je
preslikavaǌe f injektivno, odakle je An = |Fn| 6 |Fn+1| = An+1.

20. Smatra�emo da su stranice paralelne osama x i y, pri qemu su jedna od najniжih ho-
rizontalnih stranica, a1, na x-osi. Kre�u�i se po mnogouglu u pozitivnom smeru, oz-
naqimo horizontalne stranice sa a1, a2, . . . , a500 i usmerimo ih u smeru kretaǌa. Svaka
od stranica ai sa x-osom odre�uje pravougaonik xirine ai. Ako je stranica ai usmerena
u pozitivnom smeru po x-osi, povrxina Ai ovog pravougaonika je pozitivna, a u suprot-
nom je negativna. Povrxina mnogougla je A1 +A2 + · · ·+A500. Kako su duжine stranica
neparne, Ai i Ai+1 imaju razliqite parnosti za 1 6 i 6 499, pa ovaj zbir ukǉuquje 250
neparnih sabiraka, te je povrxina parna.



21. Odgovor je 100.

Neka su bez smaǌeǌa opxtosti a1 6 a2 6 . . . 6 a100 xirine, a b1 6 b2 6 . . . 6 b100
visine dobijenih pravougaonika. Oznaqmo sa Pk,ℓ pravougaonik ai×bj u podeli. Kako je
∑100

i=1

√

aib101−i 6
∑100

i=1
ai+b101−i

2 = 100, bar jedan od pravougaonika Pi,101−i ima povrxinu
ne ve�u od 1, a onda to vaжi i za svih i(101 − i) > 100 pravougaonika Pk,ℓ sa k 6 i i
ℓ 6 101− i. Dakle, bar 100 pravougaonika ima povrxinu ne ve�u od 1.

Ovaj broj se dostiжe ako se podesi a1 = · · · = a99 = 1, 01, a100 = 0, 01 i b1 = · · · = b100 = 1.

22. Odgovor je N = 730.

Lema (Erdox-Sekerex). Ako su a, b ∈ N, svaki niz (razliqitih) realnih brojeva duжine
ab+ 1 sadrжi rastu�i podniz duжine a+ 1, ili opadaju�i podniz duжine b+ 1.

Dokaz. Neka je dat niz x1, x2, . . . , xab+1. Pretpostavimo da nema rastu�eg podniza duжine
a + 1 i za svako i oznaqimo sa di (1 6 di 6 a) duжinu najduжeg rastu�eg podniza
qiji je prvi qlan xi. Postoji vrednost d koja se javǉa u nizu (di) bar b + 1 puta,
recimo di1 = · · · = dib+1

= d. Tada je po pretpostavci xi1 > xi2 > · · · > xib+1
, xto je

opadaju�i podniz duжine b+ 1. 2

Pokaжimo da me�u 730 uqenika postoji 10-qlana konzistentna grupa. Nazovimo oblasti
algebra, geometrija, kombinatorika i teorija brojeva. Sortirajmo uqenike u opadaju�i
niz U1, U2, . . . , U730 po poenima iz algebre i oznaqimo sa gi poene uqenika Ui iz ge-
ometrije. Ako niz (gi) sadrжi opadaju�i podniz gj1 , . . . , gj10 duжine 10, imamo konzis-
tentnu grupu Uj1 , . . . , Uj10 . U suprotnom, po Lemi (za a = 81 i b = 9), u ǌemu pos-
toji rastu�i podniz gi1 , . . . , gi82 duжine 82. Tako su uqenici Ui1 , . . . , Ui82 sortirani u
opadaju�i poredak u algebri i rastu�i u geometriji. Me�utim, ako je ck broj poena
uqenika Uik iz kombinatorike, niz c1, . . . , c82 po lemi sadrжi rastu�i ili opadaju�i
podniz duжine 10, i taj podniz odre�uje konzistentnu grupu uqenika.

Ostaje da damo primer 729 uqenika bez 10-qlane konzistentne grupe. Zapiximo svaki
broj n = 0, 1, . . . , 728 u osnovi 9: n = (abc)9, i dajmo (n + 1)-tom uqeniku (abc)9 poena iz
algebre, (ab′c′)9 poena iz geometrije, (a′bc′)9 poena iz kombinatorike i (a′b′c)9 poena iz
teorije brojeva, gde x′ oznaqava cifru 8 − x. Lako se proverava da u ovoj grupi nema
konzistentne grupe 10 uqenika.

23. Sa id i g redom oznaqavamo permutacije id(x) = x i g(x) = x+ 1. Po uslovima (i) i (ii),
skup Zn se moжe podeliti na disjunktne parove (x, f(x)), pa 2 | n. Po uslovu (iii) vaжi
(f ◦g)3 = id, odakle sledi je f ◦g parna permutacija. Kako je permutacija g neparna (jer
ima taqno n − 1 inverzija), i f mora biti neparna. S druge strane, f je kompozicija
n
2 ciklusa duжine 2 (koji su svi neparne permutacije), pa je ǌen znak (−1)n/2. Prema
tome, 2 ∤ n

2 , tj. n ≡ 2 (mod 4).

Konstruisa�emo primer za n = 4k+2 (k ∈ N0). Podelimo skup Zn na parove (3i, 3i+1)k−1
i=0

i (3i− 1, 4k− i)ki=0 i definiximo funkciju f tako da u svakom paru slika jedan element
u drugi. Permutacija h data sa h(x) = f(x + 1) tada slika 3i → 3i i 3i − 1 → 3i + 1 →
4n− 1− i → 3i− 1, pa je zaista h3 = id.

24. Posmatrajmo proizvoǉnu podelu tegova na k blokova. Sa Bi oznaqimo i-ti blok, a sa
bi ǌegovu masu. Ciǉ �emo posti�i ponovǉenim izvrxavaǌem slede�eg koraka.

Neka je Bp jedan od maksimalnih blokova, a Bq ǌemu najbliжi minimalni blok; neka je
bez smaǌeǌa opxtosti q > p. Ako je |bp − bq| > 1, jedan teg iz bloka Bq−1 prebaci�emo
u Bq. Na ovaj naqin masa maksimalnog bloka nije porasla. Osim toga, ako je q − 1 > p,

veliqina S =
∑k

i=1 |i−p|(Bp−Bi) se smaǌila za masu prebaqenog tega. Kako se S ne moжe
beskonaqno smaǌivati (jer je S > 0), u nekom trenutku �e se masa bloka Bp smaǌiti.

Poxto mogu�ih podela ima konaqno mnogo, ovaj proces �e se jednom zavrxiti, daju�i
traжenu podelu.

25. Odgovor su svi prirodni brojevi koji nisu stepeni dvojke.

Ako je n = 2k(2l+1) za k > 0 i l > 1, onda za (a, b, c) = (2k, 2k, 2kl) imamo [a, b]+[b, c]+[c, a] =
2k + 2kl+ 2kl = n.



Pretpostavimo sada da je n = [a, b] + [b, c] + [c, a] = 2k, pri qemu je k najmaǌe mogu�e.
Me�u brojevima a, b, c su bar dva parna (u suprotnom 2 ∤ n), recimo b = 2b1 i c = 2c1.
Tada je [a, b1] + [b1, c1] + [c1, a] =

1
2 [a, b] +

1
2 [b, c] +

1
2 [c, a] = 2k−1, kontradikcija sa izborom k.

26. Za k ∈ N i z > 0, [kt] je jednako broju celobrojnih taqaka (k, y) na ili ispod prave y = tx.
Tako je f(t) = [t] + [2t] + · · ·+ [nt] jednako broju taqaka unutar pravougaonika ABCD koje
su na ili ispod dijagonale AC, gde A(0, 0), B(n + 1, 0), C(n + 1, t(n + 1)). Specijalno,
ako je t(n + 1) = m prirodan broj, onda ispod i iznad dijagonale AC ima jednak broj

celobrojnih taqaka, pa je f(t) = (m−1)n+N
2 , gde je N = (m,n + 1) − 1 broj celobrojnih

taqaka na dijagonali AC. Za m = 4035 je f(4035n+1 ) = 2017n+ (4035,n+1)−1
2 .

Ako je (n+ 1, 4035) = 1, x = 4035
n+1 je rexeǌe jednaqine.

Neka je sada (n + 1, 4035) 6= 1. Uzimaǌem x < 4035
n+1 gubimo (4035, n + 1) − 1 celobrojnih

taqaka na dijagonali, pa je f(x) 6 2017n− (4035,n+1)−1
2 < 2017n. To znaqi da jednaqina

f(x) = 2017n tada nema rexeǌa.

27. Iz uslova zadatka sledi da su svih n(n− 1) razlika ai − aj (i 6= j) razliqite od nule i

me�usobno razliqite po modulu n(n+1)
2 : zaista, iz ai − aj = ak − al bi sledilo ai + al =

aj + ak. Me�utim, za n > 3 je n(n− 1) > n(n+1)
2 − 1. Ostaju samo sluqajevi n = 1 i n = 2,

a za ǌih postoje primeri a1 = 0 i (a1, a2) = (0, 1).

28. Smatra�emo da je n > 100. Neka je n! + 1 = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k kanonska faktorizacija broja
n! + 1. Po pretpostavci je n < pi 6 100n za sve i. Xta vixe, eksponent prostog broja
pi u (100n)! je maǌi od 100, pa je αi < 100. Sledi da je nn/2 < n! + 1 < (p1p2 . . . pk)

99. S
druge strane, podsetimo se da proizvod svih prostih brojeva maǌih od 100n nije ve�i
od 4100n. Sledi da je nn/2 < 49900n, tj. n < 419800.

29. Poxto je ab ≡ a (mod 4), iz uslova zadatka sledi da 4 | a+b, pa moжemo da pretpostavimo
da je a ≡ 1 i b ≡ 3 (mod 4). Neka 2k ‖ a− 1 i 2ℓ ‖ b+ 1, gde su k, ℓ > 2. Po lemi o dizaǌu
eksponenta imamo 2k+1 ‖ ab−1−1 i 2k+ℓ ‖ ba−1−1. Sledi da 2k+1 ‖ a(ab−1−1)−b(ba−1−1) =
(ab + b) − (ba + a), odakle je k > 2016. Prema tome, a = 1 ili a = 22016 + 1. Osim toga,
poxto je tada ab ≡ a (mod 22017), imamo 22017 | a+ b, tj. b = 22017 − a.

Jedina rexeǌa (a, b) su parovi (1, 22017 − 1) i (22016 + 1, 22016 − 1) sa permutacijama.

30. Potraжi�emo n u obliku n = 2m+1
3 , gde je m sloжen neparan broj - tada je i n sloжen.

Uslov n | 2n−1

2 + 1 je zadovoǉen ako m | 2m−1−1
3 . Stavimo m = 2k − 1. Kako 3 | 2m−1

2 + 1,

dovoǉno je da vaжi m | 2m−1

2 − 1, tj. k | m−1
2 = 2k−1 − 1.

Posmatrajmo niz a0 = 11 i ai+1 = 2ai−1. Kako je a1 = 2047 = 23·89, jednostavna indukcija
pokazuje da je ai sloжen broj i ai | 2ai−1−1 za sve i > 1. Zaista, iz ai | 2(2ai−1−1) = ai+1−1
sledi ai+1 = 2ai − 1 | 2ai+1−1 − 1.

Napomena. Mogu�e su razne konstrukcije, npr. n = 4p+1
5 za prost broj p > 5.

31. Posmatrajmo жeǉene rasporede u crne i bele kutije i proizvoǉan skup kutija S.
Kesicu zovemo unutraxǌom ako je u жeǉenim rasporedima sadrжana i u beloj i u crnoj
kutiji u skupu S, a spoǉaxǌom ako je sadrжana u samo jednoj kutiji u S. Bilo koji
skup sa b belih i c crnih kutija za b+ c < p+ q sadrжi spoǉaxǌu kesicu: u suprotnom
bi bilo bq = cp, xto je nemogu�e zbog (p, q) = 1.

Indukcijom po x dokazujemo da za svako x < p + q postoji skup od ukupno x belih i
crnih kutija koji sadrжe bar x − 1 unutraxǌih kesica. Ovo je taqno za x = 1. Ako
postoji ovakav skup sa x < p + q − 1 kutija, u ǌemu ima bar jedna spoǉaxǌa kesica,
i dovoǉno je prikǉuqiti skupu drugu kutiju koja sadrжi ovu spoǉaxǌu kesicu (qime
ona postaje unutraxǌa); dobijeni skup ima x + 1 kutija i bar x unutraxǌih kesica.
Tako za x = p + q − 1 imamo bar x − 1 unutraxǌih i jednu spoǉaxǌu, tj. ukupno bar
p+ q − 1 kesica. Dakle, n > p+ q − 1.



Pokaza�emo indukcijom po p+ q da je p+ q − 1 kesica dovoǉno. Neka je p = q + r, r > 0.
Po induktivnoj pretpostavci moжemo da spakujemo bombone u q+ r− 1 kesica tako da se
kesice mogu rasporediti u r belih kutija sa po q bombona, ili u q crnih kutija sa po r
bombona. Dodajmo jox q novih kesica sa po q bombona, xto ukupno daje p+ q− 1 kesica.
Nove kesice se mogu rasporediti po jedna u q dodatnih belih kutija (qime bismo imali
p kutija sa po q bombona), ili se moжe staviti po jedna u postoje�e crne kutije (qime
bismo imali q kutija sa po p bombona). Ovako je problem rexen i za par (p, q).

32. Neka je (px − x2)(py − y2) = k2. Kako je k2 − (xy)2 = pxy(p − x − y) > 0, sledi k > xy i
k ≡ ±xy (mod p).

(i) k − xy = lp za neko l ∈ N. Tada je lp(lp + 2xy) = pxy(p − x − y), xto se svodi na
xy(p− x− y − 2l) = l2p > 0, pa p | x+ y + 2l i 0 < x+ y + 2l < p, xto je nemogu�e.

(ii) k + xy = lp za neko l ∈ N. Tada je lp(lp − 2xy) = pxy(p − x − y), xto se svodi na

xy(p− x− y+2l) = l2p, pa p | x+ y− 2l. Me�utim, iz lp = k+ xy < p2

2 sledi 0 < 2l < p,
pa mora biti x+ y = 2l. Sada je i xy = l2, pa je x = y = l.


