
Pripreme za MMO - Beograd, jun 2016.

Zadaci za samostalan rad
(pripremio Duxan �uki�)

Pokuxao sam, verovatno neuspexno, da unutar svake oblasti sortiram zadatke od lakxih ka teжim.

Radite ih sami i probajte svaki. Dajem vam 10 dana za rad. Lepo se zabavite.

Algebra

1. Neka su a, b, c pozitivni brojevi. Dokazati ili opovrgnuti: (a) ako je a(b3 + c3) =
b(c3 + a3) = c(a3 + b3), onda je a = b = c; (b) ako je a(a3 + b3) = b(b3 + c3) = c(c3 + a3), onda
je a = b = c.

2. Na�i sve funkcije f : R → R takve da vaжi f(x)f(yf(x)−1) = x2f(y)−f(x) za sve x, y ∈ R.

3. Moжe li se funkcija f(x) = 2x+3x+6x zapisati kao konaqan zbir periodiqnih funkcija?

4. Realni brojevi x, y, z zadovoǉavaju uslove |x|, |y|, |z| > 1 i x + y + z + 1
x
+ 1

y
+ 1

z
= 0.

Odrediti najve�u mogu�u vrednost zbira x+ y + z.

5. Odrediti sve realne polinome P takve da vaжi P (x2) = P (x+ 1
2 )P (x − 1

2 ) za sve x.

6. Dokazati da su za svaki prirodan broj n svi koreni polinoma
∑n

k=0 2
k(n−k)xk realni.

7. Odrediti najmaǌu konstantu c sa slede�im svojstvom: za svako n ∈ N, pozitivne brojeve
x1, . . . , xn i yk = x1+x2+···+xk

k
vaжi y21 + y22 + · · ·+ y2n 6 c(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n).

8. Neka su (an)
∞
n=1 i (bn)

∞
n=1 nekonstantni nizovi racionalnih brojeva. Pretpostavimo da

je (ai − aj)(bi − bj) ceo broj za sve i, j. Dokazati da postoji racionalan broj γ takav da
su (ai − aj)γ i (bi − bj)/γ celi brojevi za sve i, j.

Geometrija

9. U oxtrouglom trouglu ABC taqka D je podnoжje visine iz A, a P i Q su podnoжja
normala iz D na prave AB i AC, redom. Simetrale uglova BDP i CDQ redom seku
prave AB i AC u taqkama K i L. Dokazati da centar upisanog kruga trougla DPQ
leжi na pravoj KL.

10. U prostoru je dato n > 4 taqaka od kojih nikoje qetiri nisu u istoj ravni. Dozvoǉeno
je odabrati dva taqke A i B i premestiti taqku A u sredixte duжi AB. Ako se posle
nekoliko operacija moжe dobiti isti skup taqaka, koliko je najmaǌe mogu�e n?

11. U trouglu ABC, taqka O je centar opisanog kruga, A′ podnoжje visine iz A, a X
proizvoǉna taqka na polupravoj AA′. Simetrala ugla BAC ponovo seqe opisani krug
△ABC u taqki D. Taqka M je sredixte duжi DX, a N je taqka na pravoj DX takva da
je ON ‖ AD. Dokazati da je ∢BAM = ∢CAN .

12. Krug ω dodiruje krug Ω iznutra u taqki T . Promenǉiva tangenta t na krug ω dodiruje
ω u taqki S i seqe krug Ω u P . Dokazati da centri opisanih krugova svih mogu�ih
trouglova PST leжe na fiksnom krugu.

13. Taqke M i N redom na neparalelnim stranicama AD i BC trapeza ABCD su takve da
dijagonale trapeza dele duж MN na tri jednaka dela, ali MN 6‖ AB. Odrediti odnos
osnovica trapeza.

14. Trougao ABC je upisan u krug Ω. Upisani krug trougla ABC dodiruje stranicu BC u
taqki D. Krug γ dodiruje luk BAC kruga Ω i duж BC u taqki D. Ako je U centar kruga
γ, a Ia centar pripisanog kruga trougla ABC naspram A, dokazati da je AU ‖ DIa.

15. Za taqku D na stranici BC trougla ABC, oznaqimo sa Ob i Oc centre opisanih krugova
trouglova ABD i ACD, redom. Pretpostavimo da taqke B,C,Ob, Oc leжe na krugu sa
centrom X. Ako je H ortocentar trougla ABC, dokazati da vaжi ∢DAX = ∢DAH.

16. Upisani krug ω trougla ABC dodiruje stranicu BC u taqki D. Prava AD seqe krug ω
u taqki L 6= D. Neka je Ia centar pripisanog kruga ωa naspram A, M sredixte stranice
BC, a N sredixte duжi MIa. Dokazati da taqke B, C, N i L leжe na istom krugu.



Kombinatorika

17. U institutu rade poxteǌaqine (uvek govore istinu) i laжovi (uvek laжu). Svaki
zaposleni je izneo dve tvrdǌe o institutu: (1) ovde nema ni 10 ǉudi koji rade vixe
od mene, i (2) ima bar 100 ǉudi koji primaju ve�u platu od mene. Pod pretpostavkom
da svi rade razliqito i da su im svima razliqite plate, koje su sve mogu�e vrednosti
broja zaposlenih u instututu?

18. Dat je prirodan broj n. Koliko najvixe kvadrata stranica n sa temenima u celobrojnim
taqkama i stranicama paralelnim koordinatnim osama se moжe odabrati tako da svaka
dva imaju taqno dve zajedniqke taqke na ivicama?

19. U krugu je nacrtano n preqnika koji ga dele na 2n iseqaka. Proizvoǉnih n iseqaka
je obojeno crveno, a ostalih n plavo. U plavim iseqcima su, poqev od nekog, upisani
brojevi 1, 2, . . . , n u smeru kazaǉke na satu. U crvenim iseqcima su, poqev od nekog,
upisani brojevi 1, 2, . . . , n u smeru suprotnom kazaǉci na satu. Dokazati da postoji
polukrug koji sadrжi sve brojeve od 1 do n.

20. Dati su prirodni brojevi a i b. Oznaqimo sa f(a, b) broj a-torki celih brojeva qija
suma apsolutnih vrednosti qlanova nije ve�a od b. Dokazati da je f(a, b) = f(b, a).

21. Na usmenom ispitu uqestvuje 100 studenata. Svakog studenta ispituje jedan od 25
profesora. Svaki student je podmitio najvixe 15 profesora. Dokazati da se moжe na-
praviti raspored ispitivaǌa tako da nijedan student ne odgovara kod profesora koga
je podmitio, a pritom nijedan profesor ne ispituje vixe od 10 studenata.

22. U Severnoj Baksuziji ima 100 gradova, od kojih su neki povezani putevima tako da se
iz svakog grada moжe sti�i u svaki drugi. Ukupno u zemǉi ima 1000 puteva. Vlada
Severne Baksuzije namerava da neke puteve (moжda i sve) zatvori tako da iz svakog
grada polazi paran broj puteva (i nula je paran broj). Na koliko naqina vlada to
moжe uqiniti?

23. Na krugu su pore�ani brojevi 1, 2, . . . , n nekim redom. Ako postoje dva susedna broja a
i b (b desno od a) tako da je b 6 a− 2, dozvoǉeno je zameniti im mesta. Dokazati da �e
se nakon najvixe

(

n
3

)

ovakvih zamena do�i do pozicije u kojoj daǉe zamene nisu mogu�e.

24. Posmatrajmo kvadratnu rexetku n×n. Kvadratnom putaǌom nazivamo zatvorenu putaǌu
(duж linija rexetke) u obliku kvadrata sa stranicama paralelnim ivicama rexetke.
Neka je M(n) najmaǌi broj temena koja treba oznaqiti tako da svaka kvadratna putaǌa
prolazi kroz bar jednu oznaqenu taqku. Dokazati da je 2

7 (n− 1)2 6 M(n) 6 2
7n

2.

Teorija brojeva

25. Dato je n prirodnih brojeva. Oznaqimo sa dk najve�i zajedniqki delilac svih proiz-
voda po k od ovih brojeva. Dokazati da d2k | dk−1dk+1 za 2 6 k 6 n− 1.

26. Prirodni brojevi a > b > 1 su takvi da b2 + a− 1 | a2 + b− 1. Dokazati da b2 + a− 1 nije
stepen prostog broja.

27. Za prirodan broj n posmatrajmo najve�i zajedniqki delilac d svih brojeva oblika
an + (a+ 1)n + (a+ 2)n, a ∈ N. Na�i sve mogu�e vrednosti broja d.

28. Niz prirodnih brojeva (an) zadovoǉava uslove an+1 > an i a2n = 2an za svako n ∈ N.
(a) Dokazati da za svaki prost broj p > a1 postoji qlan ovog niza koji je deǉiv sa p.
(b) Dokazati da za svaki neparan prost broj p postoji niz (an) sa navedenim svojstvima
u kome nijedan qlan nije deǉiv sa p.

29. Dokazati da je broj 22
n−1 − 2n − 1 sloжen za sve prirodne brojeve n > 2.

30. Dokazati da jednaqina x7 + 7 = y2 nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

31. Niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . je takav da je n 6 an 6 n + 2016 za sve n i (am, an) = 1
kad god je (m,n) = 1. Ako je p prost broj i p | an, dokazati da p | n.

32. Neka je n prirodan broj. Ako jednaqina x2 + y2 + z2 = n ima rexeǌe (x, y, z) u skupu
racionalnih brojeva, dokazati da onda ona ima rexeǌe i u skupu celih brojeva.

::::::::::::



Rexeǌa

1. (a) Ne. Ako stavimo c = a, uslov zadatka postaje a(a3 + b3) = b · 2a3, xto se svodi na

a3 − 2a2b+ b3 = (a− b)(a2 − ab− b2) = 0. Tako je uslov zadovoǉen za a = c = 1+
√
5

2 b.

(b) Da. Ako je a > b > c, onda je a3 + b3 > a3 + c3, pa iz a(a3 + b3) = c(a3 + c3) sledi a = c i
b = c. Sliqno, ako je a 6 b 6 c, onda je a3 + b3 6 b3 + c3, pa iz a(a3 + b3) = b(b3 + c3) sledi
a = b i a = c.

2. Zamena x = 0 u datu jednaqinu (∗) daje f(0)(f(yf(0)− 1) + 1) = 0. Ako je f(0) 6= 0, onda je
f(yf(0)− 1) = −1 za sve y, pa poxto yf(0)− 1 uzima sve realne vrednosti, sledi f ≡ −1,
xto nije rexeǌe. Dakle, f(0) = 0.

Pretpostavimo da je f(a) = 0 za neko a 6= 0. Za x = a u (∗) dobijamo f(y) = 0 za sve y, tj.
f ≡ 0 xto jeste rexeǌe.

Nadaǉe smatramo da je f(x) 6= 0 za sve x 6= 0. Za x = y = 1 u (∗) dobijamo f(f(1)− 1) = 0,
pa je f(1) = 1. Sada za x = 1 jednaqina (∗) daje f(y−1) = f(y)−1. Odavde je f(yf(x)−1) =
f(yf(x)) − 1, pa (∗) postaje f(x)f(yf(x)) = x2f(y). Za y = 1 imamo f(x)f(f(x)) = x2. Sada
je (x − 1)2 = f(x− 1)f(f(x− 1)) = (f(x) − 1)(f(f(x)) − 1) = f(x)f(f(x)) − f(x) − f(f(x)) + 1,
odakle je f(x) + x2/f(x) = f(x) + f(f(x)) = 2x, a to se svodi na (f(x) − x)2 = 0. Prema
tome, f(x) = x za sve x 6= 0. Funkcija f(x) ≡ x je tako�e rexeǌe.

3. Ne. Pokazuje se indukcijom da se nijedna nenula funkcija oblika f(x) = a2x + b3x + c6x

ne moжe tako predstaviti. Zaista, ako pretpostavimo da je f(x) zbir n periodiqnih
funkcija s periodima T1, . . . , Tn, onda je funkcija f1(x) = f(x+ T1)− f(x) tako�e oblika
a12

x + b13
x + c16

x, ali je predstavǉiva u obliku zbira n− 1 periodiqnih funkcija.

4. Uslov zadatka se moжe zapisati kao f(x)+ f(y)+ f(z) = 0, gde je f(t) = t+ 1
t
. Ako su dva

od brojeva x, y, z pozitivna, npr. x, y > 0 > z, onda iz oqiglednog f(x) + f(y) > f(x + y)
sledi −z > x + y, tj. x + y + z < 0. Nadaǉe smatramo da su x, y < 0 < z. Ako stavimo
x = −x1 i y = −y1, uslov zadatka postaje f(x1) + f(y1) = f(z), a treba maksimizovati
S = z − x1 − y1.

Funkcija f je neprekidna, rastu�a i konveksna na intervalu (1,∞). Prema tome, za
neko t > 1 je f(t)+f(1) = f(z) = f(x1)+f(y1) 6 f(x1+y1−1)+f(1), i tada je t 6 x1+y1−1.
Sledi da je S 6 S′ = z − t− 1, a pritom je

S′ = z − t− 1 =
1

t
+ 1− 1

z
=

z − t

zt
+ 1 6

z − t

z − t+ 1
+ 1 =

S′ + 1

S′ + 2
+ 1,

tj. S′2 6 3. Prema tome, S 6
√
3, uz jednakost za x = y = −1 i z = 2 +

√
3.

5. Jedini takvi konstantni polinomi su P ≡ 0 i P ≡ 1. Pretpostavimo da P nije konstan-
tan i posmatrajmo ǌegovu nulu c sa najve�im modulom. Zamenom x = c± 1

2 dobijamo da
su i (c∓ 1

2 )
2 nule polinoma P , pa je |(c± 1

2 )
2| 6 |c|. Me�utim, kako je (c+ 1

2 )
2− (c− 1

2 )
2 = 2c

ovo je mogu�e jedino ako je (c+ 1
2 )

2 = c i (c− 1
2 )

2 = −c, tj. c = 1
2 i. Sledi da su ± 1

2 i nule
polinoma P , pa x2 + 1

4 | P (x). Stavǉaǌem P (x) = (x2 + 1
4 )Q(x) u polaznu jednaqinu dobi-

jamo da i polinom Q zadovoǉava uslove zadatka. Na ovaj naqin induktivno dobijamo
da su jedina rexeǌa zadatka P ≡ 0 i P = (x2 + 1

4 )
n za n ∈ N0.

6. Sluqaj n 6 2 se direktno proverava. Za n > 2 posmatrajmo taqke xi = −22i−n, 0 6 i 6 n.
Tada je

(−1)iP (xi) =

n
∑

k=0

(−1)i−k2i
2−(i−k)2 = 2i

2

(

1− 2

212
+

2

222
− 2

232
+ · · ·

)

> 0,

xto znaqi da P ima nulu na svakom od n intervala (xi, xi+1), 0 6 i 6 n− 1.

7. Dokaza�emo indukcijom po n da vaжi

y21 + · · ·+ y2n−1 + (2n+ 1)y2n < 4(x2
1 + · · ·+ x2

n),

odakle �e slediti c 6 4. Ovo trivijalno vaжi za n = 1, a za indukcijski korak nam
treba nejednakost (2n + 3)y2n+1 − 2ny2n < 4x2

n+1. Ova nejednakost se zamenom xn+1 = (n +
1)yn+1 − nyn svodi na 2n(2n+ 1)y2n − 8n(n+ 1)ynyn+1 + (4n2 + 6n+ 1)y2n+1 > 0, xto je taqno
jer je to kvadratni polinom po yn, yn+1 sa diskriminantom −8n.



Da bismo pokazali c > 4 i odatle c = 4, podesi�emo xi =
1√
i
. Tada iz xi > 2(

√
i+ 1−

√
i)

sledi yk > 2(
√
k+1−1)
k

i odatle

y2k >
4(k + 2− 2

√
k + 1)

k2
>

4

k
− 8

k
√
k
= 4x2

k −
8

k
√
k
.

Poxto je
∑∞

k=1
1

k
√
k
< 1 +

∑∞
k=2

(

1√
k−1

− 1√
k

)

6 3, iz prethodnog sabiraǌem dobijamo

y21 + · · ·+ y2n > 4(x2
1 + · · ·+ x2

n)− 24.

Poxto harmonijski red
∑∞

i=1 x
2
i divergira, tvr�eǌe odmah sledi.

8. Neka je bez smaǌeǌa opxtosti a1 = b1 = 0. Tada je aibi = (ai − a1)(bi − b1) ceo broj za sve
i. Daǉe, broj aibj + ajbi = aibi + ajbj − (ai − aj)(bi − bj) je tako�e ceo za sve i, j.

Posmatrajmo polinome An(x) = a1 + a2x + · · · + anx
n−1 i Bn(x) = b1 + b2x + · · · + bnx

n−1.
Svaki koeficijent u polinomu Cn(x) = An(x)Bn(x) je zbir nekoliko izraza oblika aibi
i aibj + ajbi, pa polinom Cn(x) ima cele koeficijente. Na osnovu Gausove leme postoji
racionalan broj γn takav da i polinomi γnAn(x) i Bn(x)/γn imaju cele koeficijente;
oznaqimo skup svih ovakvih brojeva γn sa Γn. Jasno je da je Γn konaqan skup i Γn ⊇ Γn+1

za sve n, pa kako su svi skupovi Γn neprazni, to je i ǌihov presek Γ =
⋂∞

n=1 Γn. Za γ
moжemo uzeti bilo koji element skupa Γ.

9. Neka je S centar upisanog kruga △DPQ. Kako je ∢DSP = 90◦+ 1
2∢DQP = 90◦+ 1

2∢BDP =
∢DKB, qetvorougao DKPS je tetivan, te je ∢DSK = ∢DPK = 90◦. Sliqno je ∢DSL =
90◦, odakle sledi tvr�eǌe.

10. Ako je n = 4, date taqke qine tetraedar qija se zapremina smaǌuje prilikom svakog
pomeraǌa, pa se ne moжe dobiti polazni
skup taqaka. Dakle, n > 5.

Za n = 5 imamo primer. Neka su A,B,C,D
nekomplanarne taqke i neka su A1, B1, C1,
D1 redom simetriqne taqkama A,B,C,D u
odnosu na B,C,D,A. Skup taqaka A1, B1,
C1, D1, A zadovoǉava uslove. Zaista, ako

A

A1

B

B1

C

C1

D

D1

•

•

•

•

•

taqku A pomeramo redom prema taqkama A1, B1, C1, D1, ona se premexta u taqke B,C,D,
pa nazad u A.

11. Neka je Y taqka na AD takva da je AONY
paralelogram, a Z sredixte duжi OY .
Trouglovi OND i ADX su sliqni (para-
lelne stranice), pa je AD

AX
= ON

OD
= AY

AO
.

Kako je jox ∢OAY = ∢DAX, trouglovi
AOY i AXD su sliqni. Odavde su i trou-
glovi AZY i AMD sliqni, pa je ∢NAD =
∢DAM , tj. ∢BAN = ∢CAM . A

A′

B

C

D

M

N

O

XY

Z

12. Oznaqimo sa O, O1 i U redom centre krugova Ω, ω i PST . Znamo da je OU ⊥ PT i
O1U ⊥ ST . Sledi da je ∢OUO1 = ∢PTS = 90◦ − ∢USP = ∢O1SU = ∢OTU , xto znaqi da
su trouglovi OUO1 i OTU sliqni. Sada je OU2 = OO1 · OT , xto je fiksno.

13. Neka dijagonale AC i BD redom seku duж MN u taqkama P i Q, uz raspored M − P −
Q −N . Ako oznaqimo AM = λ ·AD i BN = µ · BC, imamo

AB

CD
=

PABC

PBCD

=
PABC

PANC

· PANC

PAMC

· PAMC

PADC

=
2λ

1− µ
.

Analogno je AB
CD

= 2µ
1−λ

, odakle sledi λ(1−λ) = µ(1−µ), pa zbog λ 6= µ mora biti λ = 1−µ.

Odavde je AB
CD

= 2.

14. Neka je K taqka dodira kruga γ i opisanog kruga Ω trougla ABC. Homotetija sa
centrom K koja slika γ u Ω slika taqku D u taqku M na Ω. Kako su tangente u D na γ
i u M na Ω paralelne, taqka M je sredixte luka BC koji ne sadrжi A.



Kako je ∢MBD = ∢MKB, trouglovi MBD
i MKB su sliqni, pa je MD ·MK = MB2 =
MI2, odakle sledi i △MID ∼ △MKI.
Ako je sada N sredixte luka BAC, ima-
mo ∢AKI = ∢AKM − ∢IKM = ∢AKM −
∢DIM = ∢AKM − ∢AMN = ∢MKN = 90◦.
Prema tome, taqka K i taqke E i F u ko-
jima ω dodiruje AC i AB redom leжe na
krugu δ nad preqnikom AI. Oznaqimo sa V
centar kruga δ.

Oznaqimo sa K ′ drugu taqku preseka γ i δ.
Prave BC, EF i KK ′ se seku u radikalnom
centru G krugova ω, γ i δ. Kako je BG

GC
=

BF
FA

·AE
EC

= BD
DC

= BM
MC

·BK
KC

= BK
KC

, taqke D,K,G

A

B CDG

Ia

M

E

F
I

K

K ′
N

U

V

δ

γ

Ω

ω

su na Apolonijevom krugu u odnosu na taqke B i C, pa je ∢DKG = 90◦. Sledi da je
∢DKK ′ = 90◦, tj. K ′ je dijametralno suprotna taqki D u krugu γ. Sada iz UV ⊥ KK ′

sledi UV ‖ MD. Sledi da je △IUV ∼ △IDM . Najzad, kako su M i V sredixta duжi
IIa i IA, sledi △IUA ∼ △IDIa i odatle AU ‖ DIa.

15. Uglove trougla oznaqavamo uobiqajeno sa α, β, γ. Neka je bez smaǌeǌa opxtosti taqka D

izme�u H i C. Poxto je x = ∢ObAB =
∢OcAC = 90◦ − ∢ADB, trouglovi AObB
i AOcC su sliqni i isto orijentisani.
Odavde je ∢ObAOc = α i AOb

AOc
= AB

AC
, pa

je △AObOc ∼ △ABC. Sada tetivnost
qetvorougla BCOcOb daje 180◦ = ∢ObBC +
∢COcOb = (β − x) + ∢COcA− ∢ObOcA =
(β−x)+(180◦−2x)−γ. Sledi da je ∢HAD =
x = β−γ

3 .

A

B CDH

Ob

Oc

X

x
x

x
x

x

γβ−x

γ

β

Daǉe, ∢BXOc = 2∢BCOc = 2(γ+x) i ∢OcAB = α+x, odakle dobijamo ∢BXOc+∢OcAB =
2γ + α + 3x = 180◦, tj. qetvorougao ABXOc je tetivan. Sada je ∢BAX = ∢BOcX =
90◦−∢BCOc = 90◦−γ−x i ∢DAX = ∢BAX−∢BAD = (90◦−γ−x)−(90◦−β+x) = x = ∢HAD.

16. Neka je I centar kruga ω. Oznaqimo sa E dodirnu taqku kruga ωa sa stranicom BC, a

sa F taqku dijametralno suprotnu ǌoj na
tom krugu.

Homotetija sa centrom A koja slika krug
ω u ωa slika pravu BC u tangentu na ωa

paralelnu ǌoj, xto mora biti tangenta u
taqki F ; dakle, taqke A, D i F su ko-
linearne. Poxto je MD = ME, za taqku
N ′ simetriqnu taqki N u odnosu na sime-

tralu duжi BC vaжi
−−→
DN ′ =

−−→
MN = 1

4

−−→
DF ,

pa i N ′ leжi na pravoj AD.

Daǉe, iz ID = IL, NIa = NE i ∢EIaN =
∢EFD = ∢IDL sledi da su trouglovi ILD

A

B C
D E

I

Ia

L

M

NN ′

i NIaE sliqni, xto zajedno sa sliqnox�u trouglova ICD i CIaE daje DL · DN ′ =
DL · NE = ID · IaE = CD · CE = CD · BD. Odavde sledi da taqke B, C, N ′ i L leжe na
istom krugu; na tom krugu je i taqka N jer je BCNN ′ jednakokraki trapez.

17. Iz izjave poxteǌaqine sa najve�om platom sledi da ima bar 100 laжova (boǉe pla�enih
od ǌega), dok iz izjave najloxije pla�enog laжova sledi da laжova nema vixe od 100.
Prema tome, ima taqno 100 laжova, a analogno dobijamo i da ima taqno 10 poxteǌaqina.
Ukupno ima 110 zaposlenih.

18. Neka je K jedan od posmatranih kvadrata. Svaki drugi kvadrat ima taqno jedno teme
u K; oznaqimo to teme. Nikoja dva oznaqena temena nisu na istoj pravoj paralelnoj
nekoj od osa. Sledi da oznaqenih temena nema vixe od n − 1, xto ukupno daje najvi-
xe n kvadrata. Primer sa n kvadrata qine kvadrati qija su doǌa-leva temena taqke
(0, 0), (1, 1), . . . , (n− 1, n− 1).



19. Posmatrajmo dva iseqka sa jednakim brojevima na najmaǌem me�usobnom rastojaǌu:
neka su to, recimo, plavi i crveni iseqak sa brojem n, oznaqeni redom sa A i B, pri
qemu je B posle A u smeru kazaǉke na satu. Bar jedan iseqak sa brojem 1 nije izme�u A
i B - u suprotnom bi iseqci sa brojem 1 bili na maǌem rastojaǌu. Sledi da svi iseqci
strogo izme�u A i B imaju istu boju, recimo plavu. Tvrdimo da polukrug koji poqiǌe
sa plavi iseqkom sa brojem 1 i nastavǉa u smeru kazaǉke na satu sadrжi sve brojeve.
Zaista, neka su crveni brojevi na tom polukrugu 1, 2, 3, . . . , k. Tada plavih iseqaka na
ǌemu ima n− k i oni su oznaqeni brojevima n, n− 1, . . . , k + 1.

20. Prirodno se dodefinixe f(n, 0) = 1 za n ∈ N. Daǉe, vaжi f(n, 1) = f(1, n) = 2n+ 1.

Za a > 2 posmatrajmo a-toqlani niz sa zbirom apsolutnih vrednosti qlanova b. Broj
takvih nizova sa posledǌim qlanom k (|k| 6 b) je f(a− 1, b− |k|), odakle sledi relacija

f(a, b) =
∑b

k=−b f(a−1, b−|k|). Oduzimaǌem jednakosti f(a, b−1) =
∑b−1

k=1−b f(a−1, b−|k|−1)
dobijamo f(a, b) = f(a, b − 1) + f(a − 1, b) + f(a − 1, b − 1). Sada jednostavnom indukcijom
sledi f(a, b) = f(b, a) za sve a, b ∈ N.

21. Indukcijom po k dokazujemo slede�e tvr�eǌe: Ako ima n studenata i m profesora, pri
qemu je svaki student zaboravio da podmiti bar k profesora, onda se moжe urediti da
svaki student odgovara kod profesora koga nije podmitio, i svaki profesor ispituje
najvixe ⌈n

k
⌉ studenata.

Za k = 1 tvr�eǌe je trivijalno; neka je k > 1. Ako svaki profesor ima najvixe ⌈n
k
⌉

studenata koji ga nisu podmitili, proizvoǉan raspored ispitivaqa zadovoǉava uslove.
Pretpostavimo zato da neki profesor ima vixe od ⌈n

k
⌉ studenata koje sme da ispituje i

dodelimo mu ma kojih ⌈n
k
⌉ od ǌih. Ostaje n−⌈n

k
⌉ studenata i m−1 profesora; po induk-

tivnoj pretpostavci, za ǌih se moжe napraviti odgovaraju�i raspored u kome nijedan

profesor ne ispituje vixe od ⌈n−⌈n
k ⌉

k
⌉ 6 ⌈n

k
⌉ studenata, xto zavrxava indukciju.

22. Dopusti�emo puteve koji spajaju neki grad sa samim sobom, kao i parove gradova
povezane vixe nego jedanput. Posmatrajmo neki put s koji spaja gradove A i B. Zamis-
limo drжavu Juжnu Baksuziju sa 99 gradova i 999 puteva, koja se od Severne razlikuje
samo u tome xto su gradovi A i B spojeni u jedan, a put s ixqezao (svi ostali putevi su
saquvani). Pretpostavimo da Juжna Baksuzija, slede�i Severnu, namerava da sprovede
isti takav plan. Dovoǉno je da upotrebi plan Severne Baksuzije, brixu�i sva spomi-
ǌaǌa puta s. S druge strane, svaki plan Severne Baksuzije se moжe dobiti iz plana
Juжne, uz eventualni dodatak ukidaǌa puta s kako bi i iz A i B izlazili parni brojevi
puteva. Na ovaj naqin imamo bijekciju izme�u planova Severne i Juжne Baksuzije.

Iz prethodnog sledi da se spajaǌem dva grada broj mogu�ih planova ne meǌa. Pri-
menimo operaciju spajaǌa gradova 99 puta. Ostaje nam jedan grad koji je spojen sam
sa sobom pomo�u 901 puteva. Ma koji podskup puteva da ukinemo, uslov parnosti broja
puteva �e automatski vaжiti. Prema tome, u ovom sluqaju, a samim tim i u polaznom,
broj mogu�ih planova je 2901.

23. Za k = 1, 2, . . . , n − 1, oznaqimo sa xk broj brojeva l < k takvih da se brojevi k + 1, l i
k pojavǉuju na krugu tim redom. Prilikom zamene broja n sa nekim brojem a 6 n − 2,
broj xn−1 se smaǌuje za 1, a svi ostali brojevi xi ostaju isti. Tako�e, ako b i a 6 b− 2
zamene mesta, onda se xb−1 smaǌuje za 1, dok xb raste za 1.

Prema tome, nakon svake zamene veliqina M =
∑n−1

k=1 (n − k)xk se smaǌuje za taqno 1.

Kako je xk 6 k − 1, poqetna vrednost M nije ve�a od
∑n−1

k=1 (n − k)(k − 1) =
(

n
3

)

, pa se ne

moжe izvrxiti vixe od
(

n
3

)

zamena.

24. Pretpostavimo da je oznaqeno M(n) taqaka tako da svaka kvadratna putaǌa prolazi

kroz neku oznaqenu taqku. Za proizvoǉnu
2× 2 kvadratnu putaǌu s, dodelimo svakoj
oznaqenoj taqki na s vrednost 1

k
, gde je

k broj oznaqenih taqaka na s. Za svaku
oznaqenu taqku P oznaqimo sa f(P ) zbir
ovakvih vrednosti dodeǉenih taqki P po
svim putaǌama s kroz P .

Za svaku taqku P na spoǉnoj ivici rexetke
vaжi f(P ) 6 2. Tako�e, ako je taqka P u

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

s

P
1

1/2

1/2



unutraxǌosti rexetke, ona leжi na 4 kvadratne putaǌe 2 × 2, a bar jedna od ove 4
putaǌe sadrжi oznaqenu taqku razliqitu od P jer kvadratna putaǌa 3×3 koja uokviruje
P sadrжi bar jednu oznaqenu taqku. Prema tome, f(P ) 6 7

2 .

S druge strane, zbir vrednosti f(P ) po svim oznaqenim taqkama P jednak je (n− 1)2 jer
svaka od (n − 1)2 mogu�ih putaǌa s doprinosi ovom zbiru sa 1. Sledi da je 7

2M(n) >
(n− 1)2, tj. M(n) > 2

7 (n− 1)2.

Najzad, ako oznaqimo sve taqke (x, y) za koje je y − 2x ≡ 2 ili 6 (mod 7), uslov zadatka
je zadovoǉen, a lako se proverava da je za svako n oznaqeno taqno [ 27n

2] taqaka.

25. Dokaza�emo da je eksponent proizvoǉnog prostog broja p u dk−1dk+1 ve�i od odgovara-
ju�eg eksponenta u d2k. Neka su eksponenti broja p u datim brojevima jednaki r1 6 r2 6

· · · 6 rn. Eksponent p u di je r1 + · · ·+ ri. pa su eksponenti u dk−1dk+1 i d2k jednaki redom
(r1 + · · ·+ rk−1) + (r1 + · · ·+ rk+1) i 2(r1 + · · ·+ rk). Prvi izraz je ve�i za rk+1 − rk.

26. Pretpostavimo da je pn = b2+a−1 | a2+b−1, gde je p prost broj. Kako b2+a−1 | (b2−1)2−a2,
sabiraǌem dobijamo pn | (b2 − 1)2 + (b − 1) = b(b − 1)(b2 + b − 1). Kako su qinioci b − 1,
b i b2 + b − 1 uzajamno prosti po parovima (npr. (b − 1, b2 + b − 1) = (b − 1, b2) = 1) i
pn < b(b− 1), sledi da pn | b2 + b− 1 i odatle pn | a− b, xto je nemogu�e jer 0 < a− b < pn.

27. Oznaqimo xa = an + (a+ 1)n + (a+ 2)n. Iz d | xd+1 − xd = (d+ 3)n − dn ≡ 3n (mod d) sledi
da je d = 3k za neko k ∈ N.

S druge strane, ako stavimo n = 3k−1, po Lemi o dizaǌu eksponenta imamo 3k ‖ xa+1 −
xa = (a+ 3)n − an, pa kako je x−1 = 0, sledi da 3k ‖ x0, x1 i indukcijom 3k | xn za n ∈ N.

Prema tome, mogu�e vrednosti d su svi stepeni trojke (ve�i od 1).

28. (a) Neka je n takvo da je an+1 − an = d najmaǌe mogu�e. Tada je a2n+2 − a2n = 2d, pa po
izboru broja d mora biti a2n+2−a2n+1 = a2n+1−an = d. Sliqno, indukcijom se dokazuje
da za svako k qlanovi a2kn, a2kn+1, . . . , a2k(n+1) qine aritmetiqku progresiju s razlikom
d. Kako je d 6 a2 − a1 = a1 < p, u ovoj aritmetiqkoj progresiji postoji qlan deǉiv sa p
ako odaberemo k tako da je 2k > p.

(b) Oznaqimo sa f(x) najve�i stepen dvojke ne ve�i od x i definiximo an = np+ f(n).
Ovaj niz je rastu�i i, poxto je f(2n) = 2f(n), vaжi a2n = 2an; s druge strane, p ∤ f(n),
pa samim tim p ∤ an za sve n.

29. Za parno n vaжi an = 22
n−1−2n−1 ≡ 2−1−1 = 0 (mod 3). Daǉe, za n ≡ 1 (mod 4) (n > 1)

je 22
n−1 ≡ 23 i 2n ≡ 2 (mod 5), pa 5 | an.

Neka je k prirodan broj takav da 2k ‖ n + 1. Tvrdimo da je tada an deǉivo sa 22
k

+ 1.

Zaista, 22
k

+ 1 | 2n+1 + 1, pa je 2an = 22
n − 2n+1 − 2 ≡ 1 + 1− 2 = 0 (mod 22

k

+ 1).

30. Proverom po modulu 4 dobijamo da mora biti n ≡ 1 (mod 4); tada 2 | y.
Napiximo polaznu jednaqinu u obliku (x+2)A = x7 +27 = y2 +112, gde je A = x6 − 2x5 +
4x4 − 8x3+16x2− 32x+64. Poxto x+2 | y2+112 i x+2 ≡ 3 (mod 4), mora biti (y, 11) > 1,
tj. 11 | y, a tako�e i 11 | x + 2 i 11 | A. Me�utim, A ≡ 7 · 64 (mod x + 2), pa 11 | 7 · 64,
kontradikcija.

31. Oznaqimo sa g(n) najmaǌi prost delilac broja an, a sa Pn skup svih prostih brojeva ne
ve�ih od n. Posmatrajmo bilo koji broj N takav da 2017! | N − 1. Kako je ap 6 p+2016 <
N + 2016 za p ∈ PN , vaжi g(p) ∈ PN+2016 = PN . Pritom je po uslovu zadatka g(p) 6= g(q)
kad god su p i q razliqiti prosti brojevi, pa je g bijekcija u skupu PN . Poxto to vaжi
za sve N , g je bijekcija u skupu P svih prostih brojeva.

Neka je p ∈ P i k ∈ N. Ako je q bilo koji prost delilac broja apk , po prethodnom postoji
r ∈ P takav da je g(r) = q, ali tada iz q | (ar, apk) sledi (r, pk) > 1, tj. r = p. Dakle, apk

je stepen prostog broja g(p).

Pretpostavimo sada da je g(p) = q 6= p za neko p ∈ P . Odaberimo k ∈ N tako da je
qk > 2017 i n ∈ N tako da ϕ(qk) | n i pn > qk. Poxto je pn ≡ 1 (mod q)k, nijedan od
brojeva pn, pn + 1, . . . , pn + 2016 nije deǉiv sa qk. Tako qk ∤ apn , pa apn nije stepen broja
q, xto je nemogu�e. Sledi da je f(p) stepen broja p,

Najzad, ako p | an, onda je (an, ap) > 1, a odatle je (p, n) > 1, tj. p | n.



32. Posmatrajmo rexeǌe (x, y, z) = (a
d
, b
d
, c
d
) date jednaqine (a, b, c ∈ Z, d ∈ N) u kome je

d minimalno. Pretpostavimo da je d > 1. Postoje celi brojevi p, q, r takvi da je
|x−p|, |y−q|, |z−r| 6 1

2 . Neka prava kroz taqke A(x, y, z) i B(p, q, r) seqe sferu x2+y2+z2 = n
u taqki A′(x′, y′, z′) 6= A. Dokaza�emo da i taqka A′ ima racionalne koordinate i da je
ǌihov zajedniqki imenilac maǌi od d.

Neka je
−−→
AA′ = t · −−→AB, t 6= 0. Tada je n = |A′|2 = (t

−→
B − (t − 1)

−→
A )2 = (t − 1)2n − 2t(t − 1)

−→
A ·−→

B + t2|B|2, odakle nalazimo

t =
2(n−−→

A · −→B )

n+ |B|2 − 2
−→
A · −→B

i
−→
A′ =

−→
A + t

−−→
AB =

2(dn− d
−→
A · −→B )

−→
B − (n− |B|2) · d−→A

d(n+ |B|2)− 2d
−→
A · −→B

.

U gorǌem izrazu za
−→
A′ brojilac i imenilac su celi jer su to i koordinate vektora d

−→
A .

Me�utim, imenilac d(n + |B|2) − 2d
−→
A · −→B = d · AB2 nije ve�i od 3

4d, xto daje жeǉenu
kontradikciju.


