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[Mpunpeme 3a MMO - Beorpan, jyu 2016.

3amany 3a caMOCTaJaH pal
(mpunpemuo dyman Dyrnh)
ITokymao caMm, BEpOBATHO HEYCICIIHO, Ia YHyTap CBake 00JIaCTU COPTUPAM 3aJaTKE O JAKIIUX KA TEHKUM.

Pannre nx camu n npobajre cBaku. ajem Bam 10 mama 3a pazn. Jlemo ce 3abaBure.

Anrebpa

. Hera cy a,b,c mosutusram 6pojesu. Jlokazatu wmmm omospraytm: (a) axo je a(b® + ¢*) =

b(c® +a?) = c(a® + b3), onna je a =b = c; (6) aro je a(a® + b3) = b(b? + ¢*) = c(c® + a?), onna
jea=b=c.

. Hahu cse ¢pynrmmaje f : R — R taxse na sasu f(x)f(yf(x)—1) = 22f(y)— f(x) 3a cBe z,y € R.

Moske au ce dpyurmuja f(x) = 2¥4+3%+6% 3anucaru Kao KOHAYAH 30UP NepUOANYHUX GyHKIUja?

Peanrn Gpojesu z,y,z 3amoBosbasajy ycaose |z],|yl,]z] 2 1u o +y+2z+ 1+ i +1=0.
Onpemutu majsehy moryhy Bpemunoct 36upa x + y + z.

. Ozmpemutu cse peanne nonunome P Takse na saxu P(z?) = P(x + 3)P(z — 3) 3a cBe .

2

HokazaTtu mga cy 3a cBaku OpupogaH OPOj N CBU KOPEHU MOJUHOMA ZZ:O 2k(n—k) 2k peamnu.

OppemuTu HajMa®ky KOHCTAHTY ¢ ca caenehum cBojcrBoM: 3a cBako n € N, mosutusue Gpojese
-
Tl Ty 7Yy = BEEEEEe pagy gF 43+ 4y <claf+ a4+ al).

Heka cy (a,)52q u (b,)22; HEKOHCTAHTHU HU30BU PAlMOHAJHUX Opojesa. IlpermocraBumo na
je (a; — a;)(b; — bj) meo 6poj 3a cse i,j. IlokaszaTu na HOCTOjU palMOHAIAH OPOj 7y Takas na
cy (a; —aj)y u (b; —bj)/v uenu 6pojesu 3a cse i, j.

T'eomerpuja

Y omrpoyriom tpoyriy ABC raurka D je mommoxkje Bucuue u3z A, a P u (Q cy momHokja
wopmadtia u3 D uma npaBe AB u AC, pemom. Cumerpasie yraosa BDP u CD(@ pemom cery
npase AB u AC y taukama K u L. Ilokasatu mga IeHTap ynucaHor kpyra tpoyraa DPQ
snexu Ha npasoj K L.

Y mpocTopy je maro n > 4 Tavaka O KOjUX HUKOje UeTUPU HUCY y UCTO] paBHU. I[03BOBLEHO
je omabparu nBa tauke A u B u npemectutu tauxky A y cpemumre ny:ku AB. Ako ce mocie
HEKOJIMKO OIepaluja MOsKe NOOUTU UCTU CKYIl Tadaka, KOJIMKO je HajMame Moryhe n?

Y tpoyray ABC, tauka O je menTap omnucanor kpyra, A’ mommosje sucume mz A, a X
npousBoJbHA Tauka Ha noaynpasoj AA’. Cumerpana yriaa BAC moHOBO cede ommcaHu KPYT
ANABC y tauku D. Tauka M je cpemumre ny:xu DX, a N je rauka wa npasoj DX Taksa na
je ON || AD. Hokazaru nma je <BAM = <CAN.

Kpyr w nomupyje kpyr  uzayrpa y tauku 1. [IpomeniuBa TanrenTa t Ha KPYT w JOAUPYje
w y Tauku S u ceue kpyr ) y P. JlokasaTtu ma HeHTPU ONUCAHUX KPYroBa CBUX MOTYyHux
tpoyruosa PST mexe Ha GUKCHOM KPyTy.

Tauke M u N penom ua menapasenauum crpanunama AD u BC tpaneza ABCD cy Takse na
nujaronate tpamnesa mpeie nysk MN na tpu jennara mesa, amu MN || AB. Onpenuru ogHoC
OCHOBUIIA TpaIesa.

Tpoyrao ABC je ymucau y gpyr 2. Ynucauu kpyr tpoyriaa ABC nomupyje crpanuny BC' y
rauku D. Kpyr v nomupyje nyk BAC wpyra Q u ny:x BC y tauku D. Axro je U nenrap gKpyra
v, a I, nenrap npunucasor kpyra tpoyraa ABC macupam A, nokaszaru na je AU || DI,.

3a raury D ma crpanunu BC tpoyraa ABC, o3naunmo ca Op u O, IEHTpE ONUCAHUX KPYTOBa
rpoyraosa ABD u ACD, pemom. Ilpernocrasumo ma tauke B,C,Op, O, jexe Ha KPyry ca
nearpoM X. Aro je H oprouenrap tpoyraa ABC, mokasaru na Baku <DAX = <DAH.

Yuucauu kpyr w Tpoyriaa ABC momupyje crpanuny BC y tauku D. IIpaBa AD ceue kpyr w
y Tauku L # D. Heka je I, uenrap npunucanor kpyra w, sacupam A, M cpenumrre crpaHuie
BC, a N cpenumre nyxu MI,. Horazaru na tauke B, C', N u L jexe HA UCTOM KPYTY.
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KomounaTopuka

Y umHCTUTYTY pale nomremadune (yBEK I'OBOpe UCTUHY) u JakoBu (yBek sawxky). Cpaku
3AI0CJIEHN je M3HEO IBe TBPAHe O mHCTUTyTy: (1) oBme mema mHu 10 mymm Koju panme Bume
on mene, u (2) uma 6ap 100 mymu xkoju npumajy sBehy maary om mene. ITom mpeTmocTaBKOM
a CBU paje Pa3jnyuTo U Ja Cy UM CBUMa pa3jInduTe IjIaTe, KOje Cy CBe Moryhe BpemHOCTH
Opoja 3amMoCIeHnX y UHCTYTYTY !

Hart je npuponan 6poj n. Komuko HajBUIIEe KBagpaTa CTPAHUIA N CA TEMEHUMA Y [eJI00POjHIM
TauykaMa U CTPAHUIAMA MapPAJEIHUM KOODAUHATHUM OCaMa Ce MOKe 01abpaTl TaKo Ia CBaKa
IBa UMAajy TAYHO ABE 3ajeIHUYKE TauyKe Ha UBUIAMA!

Y Kpyry je HampTaHO n IPEYHUKA KOjU r'a neje Ha 2n ucedaka. IIpousBomHUX N ucedaka
je obojeHO mPBEHO, a OCTAJMX N IIABO. Y IJIABUM HCEYNUMa Cy, IIOYEB OJ HEKOT, YINCAHU
opojesu 1,2,...,n y cMepy Ka3ajbke Ha caTy. & IPBEHUM HCEUIMa Cy, MMOYEB O HEKOT,
youcanu 6pojesu 1,2,...,n y cMepy CyOpPOTHOM Ka3aJrli Ha cary. JlokazaTtw ma mocToju
TOJYKPYT KOjU campsku cBe Opojese om 1 mo n.

Iarn cy npuponuu 6pojesu ¢ u b. Oszmaunmo ca f(a,b) 6poj a-Topru nenmx Gpojesa uumja
cyMa amcoJyTHUX BpeHocTu unanosa Huje seha ox b. Ilokasatu na je f(a,b) = f(b,a).

Ha ycmenom ucnuty ydectsyje 100 crymemara. CBakor cTymeHTa WCHUTYje jemaH om 25
npodecopa. CBakmu CTYIEHT je moaMuUTHO HajBuire 15 npogecopa. lokazaru na ce Moke Ha-
IPaBUTH PACHOpPEN UCOUTUBAKA TAKO & HUjedaH CTYAEHT He oAroBapa KoI mpodecopa Kora
je moaMuTHO, a IPUTOM HHUjelaH Ipodecop He ucnuryje Bume on 10 crynenara.

Y Cesepuoj Bakcysuju uma 100 rpamoBa, oI KOjUX Cy HEKM IIOBE3aHU IIyTEBUMa TaKO na Ce
U3 CBAKOT I'paja MOKe CTMNM y cBaku Apyru. Y Kynao y 3emsu mma 1000 myreBa. Braana
Cesepue Bakcysuje namepasa na Heke ImyTeBe (MOKIA U CBe) 3aTBOPU TAKO Ja U3 CBAKOD
rpaja mosas3u mapan Opoj myresa (u Hysa je mapad 6poj). Ha konmko maumba Biaza TO
MOYKE YUUHUTH !

Ha kpyry cy nmopebanu GpojeBu 1,2,...,n HekuMm pemoMm. AKo mocrToje mBa cycemnHa 6poja a
n b (b mecuo ox a) Tako ma je b < a — 2, TO3BOJLEHO je 3aMeHUTH UM MecTta. Jlokasaru na he
Ce HAKOH HajBUIIE (g) OBAKBUX 3aMeHa nohw no mosmnuje y K0joj majbe 3aMeHe Hucy moryhe.

ITocMaTpajMo KBaApaTHY PEIETKY nXn. Keadpammom nymanom HA3UBAMO 3aTBOPEHY Iy Tamy
(ny:x nuHUja pemeTke) y OONMKY KBaIpaTa ca CTpAHWUIAMA MapPAJIETHUM WBUIAMA DEIIETKE.
Heka je M (n) najmamu 6poj TeMeHa Koja Tpeba O3HAUMTU TAKO Aa CBAKA KBAAPATHA IIyTamba
npoJiazu Kpo3 6ap jenHy o3HauveHy Tauky. Jlokazatu na je %(n —1)2 < M(n) < 2n%

Teopuja 6pojeBa

Iato je n npuponuux 6pojeBa. Osmauumo ca di wHajselin 3ajeqHUUKU HeauIall CBUX MPOU3-
Boaa 1o k om oBux Opojesa. [lokaszartu ma di | di—1dg+1 32 2< k< n—1.

[puponan 6pojesu a > b > 1 cy taxsu na b> +a—1|a?+b— 1. Ilokasaru na b> +a — 1 muje
CTelneH mpocTor Opoja.

3a mpupogan 6poj n mocMmarpajmo Hajsehim 3ajemuuuku menwuiar d cBux OpojeBa OOIUKA
a”+ (a+1)"+ (a +2)", a € N. Hahnu cse moryhe Bpeanoctu 6poja d.

Hu3s npupoxaux 6pojesa (a,) 3a10BObABA YCIOBE Gyl > Gn U G2, = 2G5, 32 cBako n € N.
(a) Horazaru ma 3a cBaku IPOCT O6pPOj p > @1 HOCTOJU YJIaH OBOI HU3A KOJU je HEJHUB Ca P.
(6) HorazaTy ma 3a CBaKW Hemapad IPOCT OpOj p nocToju HU3 (a,) Ca HABEAEHUM CBOjCTBUMA
y KOMe HUjedaH 4JjiaH HUje NEeJbUB ca P.

Tokasatu na je 6poj 22" —1 — 2" — 1 ciosen 3a cBe mpupoaHe Gpojese n > 2.
Hoxasaru na jemHaumna ¢ + 7 = 32 HeMa pelrema y CKyIy IeJux 0pojesa.

Hu3s npuponnux 6pojesa aj,az,... je Takas na je n < a, < n + 2016 3a cBe n u (am,an) = 1
kan rox je (m,n) =1. Ako je p upoct 6poj u p | a,, norazatu ga p | n.

Heka je n mpupoman 6poj. Axo jemmaumua z? + 32 + 22 = n uma pememe (z,y,2) y CKymy
panuoHaJHUX OpojeBa, MOKA3aTH Oa OHAA OHA MMa PEIlelkhe M Yy CKyIy Leianx Opojesa.




Pemema

. (a) He. Axo craBumo ¢ = a, ycuos 3anaTka noctaje a(a® + b3) = b-2a3, mTo ce cBomu Ha
a

3 —2a%b+ b3 = (a — b)(a® — ab—b?) = 0. Tako je ycJIOB 3a0BOLEH 3a @ = C = #b.

(6) Aa. Axo je a >b > c, onna je a®+b® > a® + 3, ma us a(a® + ) = c(a® +¢3) cnemr a = cm
b= c. Cruuno, axo je a < b < ¢, ouma je a® + b3 < b3 + ¢, ma usz a(a® + %) = b(b? + ¢3) caemn
a=bua=c.

. Bamena x =0 y mary jemmaunny () maje f(0)(f(yf(0)—1)+1)=0. Aro je f(0) # 0, onna je
f(yf(0)—=1) = —1 3a cBe y, na momto yf(0) — 1 ysuma cse peanne Bpeanoctu, caema f = —1,
wro Huje pememe. Hakae, f(0) = 0.

ITpernocrasumo na je f(a) =0 3a merko a # 0. 3a . =a y () nobujamo f(y) =0 3a cse y, Tj.
f =0 mro jecre pememne.

Hanmame cmarpamo na je f(x) #03a cse x #0. 3a x =y =1y (x) nodbujamo f(f(1)—1)=0,
na je f(1) = 1. Cana 3a x =1 jenmaunna (x) naje f(y—1) = f(y)—1. Onasze je f(yf(x)—1) =
J(uf(@)) — 1, ma (x) mocraje f(2)f(yf(x) = 2> f(5). 3ay =1 wnanio f(2)f(f(z)) = 2. Cana
je (2~ 12 = f(z - V(e - 1)) = () - DEF@) — 1) = f@) f (@) - F) — FF) + 1,
omakne je f(x)+ 2?/f(x) = f(z) + f(f(z)) = 22, a T0 ce cBomu ma (f(x) — x)? = 0. Ilpema
tome, f(z) =x 3a cBe x # 0. Pynruuja f(x) =z je Takobhe pememe.

. He. Tlora3syje ce uHAyKOMjOM na ce HUjenHa HeHyuaa (GyHkuuja obuuka f(z) = a2® + b3* + ¢6*
He MO:Ke TAaKO MPEeINCTABATHU. 3aucTa, ak0 MPEeTHocTaBuMo na je f(x) 36up n mepmomamdHmx
¢yurmmja ¢ nepuomuma 14, ...,T,, onna je ¢pyuruuja fi(x) = f(x +T1) — f(z) Takobe obuuxra
a12% + 013" + ¢16%, anu je mpencraBmpuBa y 00nuKy 30upa n — 1 mepuoauvyHX (yHKIN]jA.

. Ycnos zanatka ce moxke samucatu kao f(x)+ f(y)+ f(z) =0, rae je f(t) =t+ 1. Axo cy nBa
on 6pojesa x,y,z mO3UTUBHA, HIOD. X,y > 0 > z, onma u3 ouuraenuor f(x)+ f(y) > f(z+vy)
ciequ —z > x +y, 1j. ©+y—+ 2z < 0. Hagame cmarpamo ma cy z,y < 0 < z. Ako craBumo
x=—x1 Uy = —y, ycaos 3anartka nocraje f(z1)+ f(y1) = f(z), a Tpeba mMakcumuzoBaTU
S=z—z1—11.

dyuruuja f je menpexumHa, pacrylia u KoHBekcHa Ha mHTepsasy (1,00). IIpema tome, 3a
mexo ¢ 2 1je f(t)+ f(1) = f(2) = f(z1) + f(y1) < fler+y1 — 1)+ f(1), mrama je t < a1 +y1— 1.
Cunenn na je S < S =z—t—1, a npurom je

1 1 z—t z—t S'+1
"=z —t—-1l=-4+1-=-= 1< 1=
5=z it TS Tt T e

z 2t
1j. 8% < 3. IIpema Ttome, S < \/5, y3 jemHakocr 3a x=y=—1uz=2+ V3.

+1,

. Jegmuu TtakBu koucTanTHU mosuHOMU ¢y P =0 u P = 1. [IpernocraBumo na P HUje KOHCTAH-
TaH ¥ IIOCMATPAajMO HEroBy HYIY ¢ ca HajBehmMm MomysioMm. 3aMeHOM T = ¢ £ % nobujamo na
cy u (cF3)? nyne nommmoma P, na je [(c£1)?| < |c|. Mebyrum, kako je (c+1)?—(c—2)* = 2¢
oBo je moryhe jemuno ako je (c+3)2=cu (c—3)* = —c, Tj. ¢=1i. Cemn na cy +3i nyie
nosmuoma P, na 22 + 1 | P(z). Crasmamem P(z) = (22 + 1)Q(z) y nonasuy jennaumny no6u-
jaMo ma m moamHOM () 3aI0BOJbAaBa YCJIOBE 3amaTka. Ha oBaj HaAUMH MHAYKTUBHO HOOMjaMO
na cy jenuHa pemema 3agatka P=0u P = (22 + i)” 3a n € Np.

. Cayuaj n €< 2 ce OIMpEKTHO mpoBepasa. 3a n > 2 HOCMaTpajMo Tauke x; = —2277", 0 < i< n.
Tana je " ) ) )
) i keiZ (i—k)2 2
«wwm=2mvwﬁ>=fé—p+p—p+mﬁﬂ
k=0

wTo 3uauu ma P uma myny Ha cBakoMm onx n mHTepBata (x;,x;t1), 0 <i<n— 1.

. lloxkazahemo MHAYKIIjOM TIO N Oa BayKU

Vit yn + @nt Dy <A@+ +a),
omariie he ciaemuru ¢ < 4. OBO TpuUBMjaJIHO Bajku 3a n = 1, a 3a MHAYKIUjCKU KOPAK HAM
Tpeba HejemHakoCcT (21 + S)ny_l —2ny2 < 4$%+1. OBa HejeHAKOCT Ce 3aMEHOM Zpni+1 = (N +
1)Yn+1 — nyn cBomu Ha 2n(2n + 1)y2 — 8n(n + 1)ynynt1 + (4n® +6n+ 1)y2; > 0, mro je Tauno
jep je TO KBaApATHU IOJIMHOM IO Yn, Yn+1 CA OTUCKPUMUHAHTOM —8N.
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Ila 6ucmo moka3anu ¢ > 4 u ogatie ¢ = 4, nonecuheMo x; = %[ Tana nz ; > 2(vi+1— ﬂ)

2(VEFI-1) '
3

cuenu yp > n omatie

4k+2-2vVk+1 4 8 8
s A2 - 2VEFT) :

=4x; — ——.
k2 N Ve

Homro je > o, ﬁ <1437, (\/klj - ﬁ) < 3, u3 mpeTxogHOr cabupameM J001jaMo

it dyn > Al 4 ) = 24
. fo'e) 2
ITomTo XapMOHMjCKY pel » ., ¥; muBeprupa, rBpheme oaMax ciemu.

Heka je 6e3 cmamema ommroctu a1 = by = 0. Tana je a;b; = (a; —a1)(b; — b1) ueo 6poj 3a cse
i. Iawe, 6poj a;b; + a;b; = a;b; + ajb; — (a; — a;)(b; — bj) je rakobe neo 3a cse i, j.

[Mocmatpajmo momurome A, (z) = a1 + azx + -+ + apz™ ' u By(x) = by + baw + -+ + bz L.
Caakn koepumujent y nonuaomy Cp(x) = A, (z)B,(x) je 36up HekonnKO u3pasa O0IUKa a;b;
n a;b; + a;b;, na monuuom C,(x) nma nene koepuuujente. Ha ocroBy Iaycose meme mocroju
panuoHasan 6poj ¥, TakaB na u moauHoMu Y, A, (r) u By (z)/y, uMmajy mene koedunujente;
03HAUYMMO CKYII CBUX OBaKBUX OpojeBa v, ca I',,. Jacuo je na je I'), konauau ckynu I'), D I'),
3a CBe M, Ia KaKO Cy CBU CKymnoBu l', Hempa3HU, TO je M HBUXOB mpecek [' = ﬂzozl r,. 3a~
MOYKEMO y3eTu OMJIO KOju eJIeMeHT cKyma [.

Hexa je S nenrap ynucaunor kpyra ADPQ. Kako je <DSP = 90°+%<IDQP =90°+ %<IBDP =
<DK B, gerBopoyrao DK PS je reruBasn, te je <DSK = <DPK = 90°. Cunuuno je <DSL =
90°, omakie cienu TBpbheme.

Axo je n = 4, mare Tadyke YMHE TeTpaelap Unja ce 3aIPEMUHA CMambyje TPUIUKOM CBAKOT
ImoMepama, Ia ce He MOKe JOOUTU IIOJIa3HU Y
ckyn tavaka. llakme, n > 5.

3a n =5 umamo npumep. Heka cy A, B,C,D
HEKOMILJIaHADHEe Tauke u Hexa cy Ap, By, (1,
D, pemom cumerpuune taukama A, B,C, D y
omuocy ua B,C,D,A. Ckyn tauarka A, Bi,
C1, D1, A 3amoBosbaBa yciaoBe. 3aucra, ako
tauky A momepamo pemom npema taukama Ap, By, Cy, D1, ona ce npememra y tauke B,C, D,
ma Hazan y A.

Hera je Y mauka ma AD takBa na je AONY
mapasenorpam, a Z cpexpumre nyxku OY.
Tpoyraosu OND u ADX cy cauunu (mapa-
JeJHE CTpaHUIE), Ta je % = % = %.
KRako je jom <OAY = <DAX, tpoyriosu
AOY u AXD cy ciuunu. Opasne cy u Tpoy-
ranosu AZY u AMD cnauunu, na je <NAD =

<DAM, tj. <BAN = <CAM.

Oszuaunmo ca O, Oy u U pemom nenrpe rpyrosa {2, w m PST. 3mamo ma je OU L PT n
O.U L ST. Caemu na je <OUO; = <PTS =90° — <USP = <0,SU = <OTU, wro 3Ha4n na
cy Tpoyriosu OUO; u OTU cauunn. Cana je OU? = Q0; - OT, mTo je GuKcHO.

Heka mujaromasne AC u BD pemnom cery mny:xx MN y rtaukama P u @, y3 pacnopex M — P —
@ — N. Axro oszmaunmo AM = \-AD u BN = - BC, umamo

AB _ Papc _ Papc Panc Pamco _ 2X
CD Ppep Panc Pamc Papce 1—p

AmaJiorno je % = i—“A, onakie caenu A(1—X\) = p(1—p), na 36or A\ # p mopa Guru A = 1— p.

Omnasre je % = 2.

Hera je K mauka momupa kpyra y u omucanor kpyra ) tpoyrana ABC. Xowmoreruja ca
mearpom K koja ciamra v y {2 camka tauky D y tauky M wma 2. Kako cy ramremre y D nHa 7y
uy M ua ) napanenue, tauka M je cpemumre gyka BC koju He cagpxu A.
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Kaxko je <M BD = <M KB, tpoyraosu M BD
u M KB cy cmaunn, na je MD-MK = MB? =
MI?, omakne cmemu u AMID ~ AMKI.
Axo je cama N cpemumre ayka BAC, uma-
Mo <AKI = <AKM — <IKM = <AKM —
<DIM = <AKM — <AMN = <M KN = 90°.
IIpema Tome, Tauka K u tauke F u F y kKo-
juma w momupyje AC' u AB pemom iexke Ha
kpyry 0 man npeunukom Al. Osuauumo ca V
meHTap Kpyra o.

Osmaunmo ca K' npyry Tauky mpeceka v u 9.

IIpase BC, EF u KK' ce cexy y paauKaanoM

neatpy G kpyrosa w, v u 0. Kako je % =

%-%:%:%-%:%,TaqﬁeD,K,G b
cy #a AmnosonujeBoMm Kpyry y oammocy Ha tauke B u C, ma je <DKG = 90°. Cuemu na je
<DKK' =90°, tj. K' je mujamerpanno cynpotna tauku D y kpyry v. Cana uz UV 1L KK’
caequ UV || MD. Cuemu na je AIUV ~ AIDM. Hajsan, kako cy M u V cpenumra nyssu
IT, n IA, cnemu AIUA ~ AIDI, u onatne AU || DI,.

YriioBe Tpoyriia 03HaYaBaMo yobuuajeno ca «, 3,v. Heka je 6e3 cmamema onmrocTu Tavukra [
usmeby H u C. Ilomro je x = <Op,AB = AT
<0, AC = 90° — <ADB, tpoyraosu AO,B

n AO.C cy camyHu ¥ UCTO OPUjEHTUCAHU. /
: AO AB
Omnasne je <O,bAO, = a u E}f = 95, ma /

je NAO,O, ~ AABC. Capa TeTUBHOCT ,{
yerBopoyria BCO.O, maje 180° = <O, BC + |
<CO0.0, = (B — x) + <«COA— <0,0.A = \
(B—2)+(180°—2x)—~. Cunemu na je <HAD = \
oy 2 B
Hame, <BXO0. = 24BCO. = 2(y+x) u <O.AB = a+x, onakne nobujamo <BXO0.+<0.AB =
2y + a + 3z = 180°, 1j. uerBopoyrao ABXO. je teruBan. Cana je <BAX = <BO.X =
90°—<BCO, = 90°—y—a u <DAX = <BAX—<BAD = (90°—y—z)—(90°—5+z) = = <HAD.

Heka je I menrap kpyra w. O3zmauumo ca E momupry Tadry kKpyra w, ca crpanunom BC, a
ca F' Ttauky mujaMeTpaJiHO CYIpPOTHY HOj HA A5
TOM KPYTY.

XomMmoreruja ca meHTpoM A Koja CIMKa KPyT
w y wg caumka npaBy BC y TaHTEHTY Ha W,
mapaJiesHy ®O0j, IITO MOpa OWTW TaHTEHTa Yy
rauku F'; makse, tauke A, D u F cy ko-
suueapue. Ilomro je MD = MFE, 3a Taury
N’ cumerpuuny tauku N y OQHOCY Ha CHMe-
—
tpaay mysxku BC Basku DN’ = MN = %ﬁ,
na u N’ nesu na npasoj AD.
Hame, uz ID = IL, NI, = NE u <FI,N =
<FEFD = <IDL canenu na cy tpoyraosu ILD
u NI, E cnuunum, mro 3ajemuo ca camunomhy tpoyraosa [ICD u CI,E naje DL - DN’ =
DL-NE=1ID -I,E=CD-CE =CD-BD. Onasne ciemu na tauke B, C, N’ u L nexe Ha
MCTOM KpyTy; Ha TOM Kpyry je m tauka N jep je BCNN' jenmaxkokpaku Tpamnes.

13 uzjase nomremauute ca Hajsefiom muarom ciaemu na uma 6ap 100 naxkosa (6oswe mnahenux
oq mera), HOK U3 u3jase Hajuomuje mialieHor naskosa cienu na jgaskoBa Hema sume ox 100.
IIpema Tome, numa Tauno 100 maskoBa, a aHAJIOTHO m0OUjaMo U Ha nMma tadvno 10 momremaunHa.
Yrynuo nma 110 3amocimeHux.

Hera je K jeman om mocmarpanux kBagpara. CBaky APyrud KBaApaT MMa TAYHO jEIHO TEMe
y K; ozmaummo Tto Teme. Hukoja mBa o3HaueHa TeMeHa HUCY Ha MCTO] MPABOj MAPAJIECIHO]
Heroj on oca. Ciemm ma O3HAUEHMX TeMEHA HeEMa BUIIE O N — 1, MITO YKYIHO naje HajBuU-
me n kBaapara. llpumep ca n KBagpara dyumHE KBaAPAaTU YMja CY JOHA-JIEBA TEMEHA TAUKe
(0,0),(1,1),...,(n—1,n—1).
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ITocmaTpajMo mBa mceura ca jemHakuMm OpojeBMMa Ha HajMameM MelhycoOHOM pacTojamy:
HEKa Cy TO, PENMMO, IJIABU U I[PBEHU MCeYak ca OpojeM n, o3HauveHu penom ca A m B, mpu
uyeMmy je B mocae Ay cMmepy Kasadbke Ha caTy. bap jemam ucedak ca 6pojem 1 Huje usmebhy A
u B - y cynporHoMm 6m ucedru ca 6pojem 1 6usiu Ha MameMm pacrojamy. Cienu na cBu ucedrnu
crporo uzmebhy A u B umajy ucry 60jy, penumo miaasy. TBpAMMO na HOJYKPYT KOjU IIOUYUMLE
ca IIJIaBU UCEYKOM ca OpojeM 1 m HacraB/ma y cMepy Ka3aJbKe Ha CaTy CaIp:KU cBe Dpojese.
Sawucra, HEKa Cy IpBeHU OpojeBu Ha TOM moaykpyry 1,2.3,... k. Tana nmaBux mceuvaka Ha
meMy uMa n — k u oHu cy o3HadeHu Opojesuma n,n — 1,...,k+ 1.

IMpupomuo ce momedpunume f(n,0) =1 3a n € N. Hame, Basku f(n,1) = f(1,n) =2n+ 1.

3a a > 2 mocMaTpajMoO @-TOUJaHU HU3 ca 30MpPOM alcoJyTHUX BpemaHoCTu diaHosa b. Bpoj
TakBUX HU30Ba ca nociaenmuM unanoMm k (|k| < b) je f(a—1,b—|k|), omakne cnenn penamuja
fla,b) =Y, fla—1,b—|k|). Omysmmamen jemmaxoctu f(a,b—1) =S 0_" , fla—1,b—|k|-1)
nobujamo f(a,b) = f(a,b—1)+ f(a—1,b)+ f(a—1,b—1). Cana jeAHOCTABHOM WHIYKIjOM
cremu f(a,b) = f(b,a) 3a cse a,b € N.

Nunyrnujom mo k nokasyjemo caenehe rspbeme: Ako mma n cryznenara u m npodecopa, npu
YeMy je CBAKU CTYLCHT 3a00paBuo ga momMuru 6ap k mpodecopa, oHIa ce MOKE yPeIUTH Aa
CBAKU CTYAEHT OIroBapa KOZ Ipopecopa Kora Hije MOAMUTHO, U CBAKU IPO(ecop UCIUTY]e
Hajsume || crynenara.

3a k = 1 Bpbeme je TpuBumjamno; mexa je k > 1. Axo cBakm mpodecop mma Hajsume |7 ]
CTyIeHaTa KOjU ra HUCY IIOAMUTHIIN, IIPOU3BOJbaH PACIOPE ] MCIUTUBAYA 3a,10B0O/baBa, yCIOBe.
[IpeTmocTaBumo 3aTO a HEKU TPO(hecop UMa BUIIE O || CTyAeHaTa Koje cMe Ja UCTIUTYje 1
nomemumo My Ma Kojux [ | om mux. Octaje n—[1] crynenara u m— 1 mpodecopa; o WHIYK-
TUBHOj TMPETIOCTABIN, 3a ILUX Ce MOKE HAPaBUTU OoAroBapajyhm pacmopen y KOMe HUjemaH

npoecop He UCIUTYje BUIIE OI [%m] < [#] erymenara, mTo 3aBpmraBa WHIYKIM]Y.

Honyctuhemo myreBe Koju cmajajy HEKH rpal ca caMuM coboM, Kao M IapoBe I'DaaoBa
moBe3aHe BuIe Hero jemanmyT. [locmarpajmo Hekm myT s koju cuaja rpanose A u B. 3amuc-
aumo nap:kaBy Jysxkuy Bakcysujy ca 99 rpanosa u 999 myresa, koja ce ong CeBepHe pasiukyje
caMo y ToMe WTO Ccy rpanosu A u B cuojenu y jeman, a myT § Umye3ao (CBU OCTAJU Iy TEBU CY
cauyBauu). IIpernocrasumo na Jyskua Bakcysuja, cienehu Cesepny, HamepaBa na cuposee
uctu Takas mwiad. JloBossHO je ma ymorpebu miaan Cesepre Bakcysuje, 6pumyhn cBa comu-
wama myta s. C apyre crpaune, cBaku miaan Cesepue Bakcysuje ce Morke qoOUTH 13 TIaHA
Jy:kHe, y3 eBeHTyaJIHU [0AaTaK YRKUIAma IyTa S KaKo ou u u3 A u B u3nasuiau napau 0pojesu
nyreBa. Ha oBaj maumn nmmamo Oujernujy mameby mimanosa Cesepre u Jyxue Bakcysuje.

W3 mperxomHor ciaemu ma ce cmajameM OBa rpanga o6poj moryhux miamoBa He Mema. I[lpu-
MEHMMO ollepanujy crajama rpamgosa 99 myra. Ocraje HaMm jeman rpaj KOjU je CIOjeH caM
ca cobom momohy 901 myreBa. Ma kKoju moACKyn myTeBa ma YKMHEMO, YCJIOB mapHOCTH Opoja
myTeBa Ne ayTOMATCKU Ba:kuTU. lIpemMa ToMme, y OBOM CIydajy, & CAMUM THUM U y IIOJA3HOM,
6poj moryhux mimamosa je 290

3a k=1,2,...,n—1, o3raunmo ca z, 6poj OpojeBa | < k TakBux ma ce 6pojesu k+ 1, [ n
k mojaBibyjy Ha Kpyry tuMm pemnom. llpusnukom 3amene 6poja n ca HekuMm Opojem a < n — 2,
6poj Tp_1 ce cMamyje 3a 1, a cBu ocranu OpojeBu x; ocrajy uctu. Tarobe, ako bu a < b—2
3aMeHe MecCTa, OHIA Ce Tp_] CMamlyje 3a 1, nmok x, pacre 3a 1.

[Ipema TOMe, HaKOH CBake 3aMeHe BeauunHa M = Zz;ll(n — k)xp ce cMamyje 3a Tauno 1.
Kako je zp < k — 1, nouerna spenuoct M uuje Beha oxn Zz;ll(n —k)(k—1) = (}), ma ce me
MOKe M3BPUIATU BUIIE O (g) 3aMeHa.

ITpernocraBumo na je o3uaveno M (n) rtauaka Tako ma CBaKa KBaAPATHA IyTama IPOJIA3U
KPO3 HEKy O3HAaUeHy TadKy. 3a IPOU3BOJHHY ° ° ©° ° @& o 6 o
2 X 2 KBaApaTHY IOyTamy S, HOAEJIUMO CBAKO] e o e o o o o e
O3HAYEHO] TAYKU Ha S BPEIHOCT %, rme je 6o o o e o e o o

k ©Opoj o3HAuUeHUX Tadyaka Ha S. 3a CBaKy

o [ ] o (] o

osnaueny tauxky P ozmauumo ca f(P) 36up
o o [ ] o o

OBAKBUX BPEIHOCTU IONEJbCHUX Tadku P 1o
o o [

CBUM IIyTamama § Kpo3 P. % |

3a cBaky Tauky P Ha CIOJ/PHO] MBUIN PEIIETKE
Basku f(P) < 2. Tarobe, akxo je taura Py °© o o o e o e o
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VHYTPAIILOCTU PEIIeTKe, OHA JeKMU Ha 4 KBagpaTHe myTame 2 X 2, a 6ap jemna on ose 4
IyTame CAAP/KA O3HAUECHY TAUKy pa3auduty on P jep KBagpaTHa myTama 3 X 3 Koja YOKBUPY]je
P canpsxu 6ap jemmy ozuaveny tauky. IIpema Tome, f(P) < %

C mpyre ctpame, 36up Bpexroctu f(P) o cBuM osznauenum Taukama P jemmak je (n—1)? jep
cBaka oz (n — 1)? moryhux myrama s nompumrocu osom 36upy ca 1. Cremnnm ma je TM(n) >
(n—1)2, 1j. M(n)>2(n—1)%

Hajsan, ako ozmaummo cse tauke (z,y) 3a koje je y —2x = 2 unm 6 (mod 7), ycaos 3anaTka
2

je 3al0BOJbEH, a JIAKO Ce IPOoBepaBa [a je 3a CBAKO 71 0O3HAYEHO TAYHO [7n2] Tavaka.
Ilorkazahemo ma je eKCIOHEHT MPOM3BOJLHOT HPOCTOT Opoja p y di—1di4+1 Behu o ogrosapa-
jyher ekcnonenta y di. Heka cy exkcnomenTtu Gpoja p y ZaTuM OpOjeBAMA jeHAKM I'1 < Iy <
-+ < r1,. Exkcionenr py d; je r1 +---+1r;. ma cy eKCuoHeHTU y di_1dg41 4 di jemHAKA pemoM
(ri+-+rg1)+ 1+ +rg1) mu2(r1 + -+ 7). Ipsu uzpas je sehu 3a 141 — 7g.

[Ipernocrasumo aa je p™ = b?>+a—1 | a®>+b—1, rme je p mpoct 6poj. Karo b2 +a—1 | (b>—1)2—a?,

cabupamem mobujamo p" | (b2 —1)%2 + (b—1) = b(b — 1)(b> + b —1). Karo cy uunmomu b — 1,
bu b?>+b— 1 ysajamuo mpoctu o maposuma (amp. (b— 1,02 +b—1) = (b—1,0%) = 1) u
p" < b(b—1), cnemu ma p" | b>+b—1 u omatae p" | a — b, mTo je memoryhe jep 0 < a—b < p".

Ozraunmo 2, =a” + (a+1)"+ (a +2)". U3z d|zg41 — 24 = (d+ 3)" —d" = 3™ (mod d) cremn
na je d = 3% 3a mexo k € N.

C mpyre crpame, ako crasumo n = 3¥71 no Jlemu o muzamy excronenta mmamo 3F || x441 —
T, = (a+3)" — a", na Kako je z_; = 0, ciemu na 3% || 29,71 m waxyrmUjom 3* | z,, 3a n € N.

ITpema Tome, morylhie Bpeauocru d cy cBu crenenu tpojke (Befim ox 1).

(a) Heka je n TakBo na je an+1 — an, = d Hajmame moryhe. Tana je aspto — ag, = 2d, na mo
n3bopy 6poja d Mopa OUTH A2n42 — G2pt1 = A2p41 — Gn = d. CIWYHO, UHIYKIMJOM CE NOKa3yje
Nia 328 CBAKO k UJIAHOBU Aok, Agkp 1, - - - 5 Aok (n41) IAHE ADUTMETUUKY IPOTPECU]Y C PA3IMKOM
d. Karo je d<az —a; = a1 < p, y OBOj apUTMETUYKO] NPOrPECUJU MTOCTOJU YJIaH HEJbUB Ca P
axo omabepemo k Tako ma je 28 > p.

(6) Osmaummo ca f(r) majsehu cremen nBojke He Behn on © m neduaumUMO a, = np + f(n).
Osaj mu3 je pacryhwm u, nomro je f(2n) = 2f(n), Baxu az, = 2a,; ¢ apyre crpane, p1{ f(n),
na caMuM TUM p{ a, 3a CBe n.

3a mapHo n Bawu a, =22 1 —2"-1=2-1-1=0 (mod 3). Hame, 3a n=1 (mod 4) (n > 1)
je 221 =23 4 2" =2 (mod 5), ma 5 | a,.

Heka je k mpupomanm 6poj Takas ma 2F | n+ 1. Tepammo ma je Tama a, KemuBo ca 22" 4 1.
Bamera, 22 +1[2"F1 41, ma je 20, = 22" —2"*1 —2=1+41-2=0 (mod 22" +1).

ITposepom mo mMomyiy 4 mobujamo na mopa 6utm n =1 (mod 4); Tana 2 | y.

Hamumvo monasny jemaaunny y obmuky (v +2)A = 27 +27 = 32 + 112, rme je A = 25 — 22° +
4ot — 82% +162% — 320+ 64. Tlomro +2 | y>+ 112 mw v+ 2 = 3 (mod 4), mopa Gurn (y,11) > 1,
Tj. 11 |y, a takobe m 11 | +2 u 11 | A. Mebytum, A = 764 (mod = + 2), ma 11 | 7- 64,
KOHTPaAUKIN]ja.

Osnauumo ca ¢(n) HajMa®mU OPOCT meauial o6poja a,, a ca P, ckyn csux nmpoctux 6pojesa He
Behux oxn n. ITocmarpajmo 6uio koju 6poj N rakas na 2017! | N —1. Kako je a, < p+2016 <
N + 2016 3a p € Py, Basu g(p) € Pny2016 = Py. Ipurom je mo ycaosy sanarea ¢g(p) # g(q)
KaJ TOM Cy P U ¢ PA3JIMUYUTU IPOCTU OpOojeBH, na je g oujeknuja y crymy Py. ITomro To Basku
3a cse N, g je Oujeknuja y ckyny P c¢Bux mpocTtux Gpojesa.

Hera je p€ Puk € N. Axo je q 6uio koju mpocT mesmiarn 6poja Gk, IO TPETX0THOM MOCTOjU
r € P takaB na je g(r) = ¢, amu Tana us q | (a,,a,r) crenn (r,p*) > 1, 1j. r = p. Hakme, a
je cremen npocror 6poja g(p).

pk

IIpernocraBumo cana na je g(p) = ¢ # p 3a meko p € P. Opabepumo k € N tako na je
q¢® > 2017 u n € N Tako ma o(¢*) | n m p* > ¢*. Tlomro je p" = 1 (mod ¢)*, wujenanm ox
6pojesa p™,p" +1,...,p" + 2016 wuje memus ca ¢¢. Taxo ¢~ { apn, ma ap» HUje cremeH Gpoja
¢, mro je memoryhe. Cumemu na je f(p) cremen 6poja p,

Hajzan, ako p | an, ouHma je (an,a,) > 1, a onatne je (p,n) > 1, tj. p|n.



32. TTocmarpajmo pememe (2,y,z) = (%,g,g) nare jemmauuue (a,b,c € Z, d € N) y rome je

d muauMasao. IIpermocrasumo na je d > 1. Ilocroje memu 6pojeBu p,q,T TakBu na je
lz—p|, ly—ql, |z—7| < % Heka mpasa kpo3s Tauxe A(x,y, z) u B(p, q, ) ceue chepy 22 +y*+22 =n
y rauku A'(2',y',2") # A. Iokazahemo na u rauka A’ uma panroHaJHEe KOODAVHATE U Ia je
BUXOB 3aj€IHUYKA UMEHUJIAN MAmU On d.

—
Heka je AA’zﬁ/@,t#O. Tana je n = |A'|> = t? t71Z (t71)2n72t(t71)2~

+ t%|B|?, omakne manaszmmo

 9n-4.B) 2 2dn—dA -B)B — (n— |B]?) -dA
T oTBE_24.8 " = A edb - dn+ |BP)—2d4-B

%
Y ropmem u3pasy 3a A’ Gpojusan u uMeHMIAL Cy EJIU jJep CY TO U KOOPIUHATE BEKTOPA dz.

Mebyruym, nvenunan d(n + |B|?) —2dA - B = d- AB* nuje sehu on 2d, mro naje ememy
KOHTPAIUKIU]Y.




