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. Konuro nyra ¢pyuruuja f(r) = cosz-cosZ-cos---cos

Samamny 3a CAMOCTAJIAH Pal
(mpunpemuno Hyman Byxuh)

AsreGpa

. Peannu 6pojesu a, b, ¢ 3anosomasajy (a+b)(b+c)(c+a) = abe u (a®+b%) (b +c3) (3 +a®) = a®b>c?.

Iokasaru na je abc = 0.

. Hahu cse ¢ymruuje f: R — R takse ma 3a cse z,y € R Basu f(zy) < zf(y).

2

. Hepuaummumo ag = 2013 1 ap11 = % san=12,.... Ilokazaru na je [aijgo0] = 1013.
. Heka cy x1,2a,...,z, peanan 6pojesu y unrepsaiy [0,1]. Oxpemuru najsehy moryhy Bpexn-

HocT m3pasa x1(l —x2) + xo(l —23) + - + 2p(1 — z1).

_Z__
2 3 2009

20097 ] ?

MeBa 3HaK Ha uHTepBay [0, =5

. Ako cy a,b,c mosutuBHE GpojeBu ca abc > 1, nokazarm ga je +Xe 4 b 4 Ite < by

1+b 1+c 1+a

Heka cy ay,as9,...,a, HeHeraTUBHU peaJsiHu OPOjeBU U HEKA je a1 +ag+- -+ ap > Vk 3a cBako
k. Hokasatu na je ai+ a3+ +a2 > 11 +3+--+21).

n

. IlocToje nu 6pojeBu a,b,c pazauuuTy OX HyJIe TAKBU Ja 3a CBAKO N > 3 MOke na ce Habe

nosmHOM O6muKa 2" + - - - + ax? + bw + ¢ ca Tauno n (He 06aBE3HO PAZTMUUTHUX) HMEJUX Hyaa?

T'eomerpuja

. Hat je pom6 ABCD u tauke M u N na nyxuma AC u BC penom tako na je DM = MN.

IIpaBa DN ceue AC y P, a npaBa DM ceue AB y R. Ioka3zaru na je DP = PR.

Y uwerBopoyrao ABCD ynucan je kpyr ca nearpom O, npu yemy je OA=5 OB =6, OC =7
n OD = 8. Arko cy M u N cpemumra mujaronana AC u BD penom, onpemutu ogaoc OM/ON.

Heka cy M u N pemom cpemumra crpanuna AB u AC tpoyraa ABC, a D nomnoskje Bucuue
u3 A. Onucanu kpyrosu tpoyriaosa BDN u CDM ceky ce y tauku P # D. Ilokasatu na
npasa PD momoBu nysx MN.

Taurka M yuyrap komBekcHor uyerBopoyraa ABCD je takBa ma cy AMB u CMD jen-
HAKOKPaKU TPOYyrJyioBu ca yriaoBuMa kon M jemmaxkum 120°. Jloka3aTu na IOCTOJU TadKa
N raksa na cy tpoyraosu BNC u DN A jennakocTpaHUYHMU.

Hexka je P rauka ynyrap omrpoyrior tpoyraa ABC taksa na je ZPAB = /PCAwu LPAC =
/PBA. Axo je D cpemumre ny:xu AB, nokasaru gna je ZAPD = /ZACB.

Y tpoyray ABC, cumerpana yraa kox C' ceue crpanuny AB y C;. Hopmana uz Cy va npasy
BC ceue omucanu kpyr Tpoyriaa y taduku K (#a cynpotHoj crpanu npase BC y omHocy Ha
C1). Hopmaana uz C va AK ceue AB y tauku L. Hokaszaru na npasa KL canp:ku cpenumre
ayka AB (koju me canpxu C).

Osmaunmmo ca O m I pemom menTpe ommcanor m ynucanor kpyra tpoyriaa ABC. Cnooma
NPUNUCAHU KPYT W, A0aupyje nponysketke crpanuna AB u AC penom y K u M, a cTpanumy
BC y N. IlpernocraBumo ma cpepumre P mysxm KM nexu HAa OOMCAHOM KDPYI'y TPOYTIIA.
Iokazaru na cy tauke O, u N ronuHeapwe.

Y tpoyray ABC, cuMmerpajie yHyTpaIlBUX yriaoBa Koo A m B ceky HacmpaMHe CTPAHUIE Yy
D u E penom. Ilokazaru ma je DE < (3 —/8)(AB + BC + CA). Hahwu yrmose tpoyria y
KOME BayKU J€THAKOCT.
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Kombunaropuka

Keanpar crpanune 2 mome/beH Ha jeAUHWUYHE KBAAPATE MOKE CE€ HAIPTATU OPTAHBEM TPU
KBaApaTa: IBa HACIPAMHA yraoHa W BEJUKMU KBaApaT. KOJMKO je HajMame KBaapaTa moTped-
HO HAIpTaTy na Ou ce nobuo KBaApaT CTPAHUIE N MOMEe/HeH Ha jeqUHUYHE KBaapaTe?!

W3 kBanparue tabme 2012 x 2012 uceueno je jenuo jemwauyno nome. Jlokazaru ma je ocrarak
trabne moryhie mommouatu L-tpomuanMma (Tj. purypama obanka Eb)

Ilato HaM je 12 KyTuja u DOBOJ/bAH OPOj HPBEHUX, IJIABUX M OeluxX Kyruaumna. sReanMo na
CTaBUMO IO jeJHY KYIJIUILy Y CBaKy KyTHjy Tako Oa je, 3a CBaKy KyIJUIy, Oap jemHa on
cycennux ucre 60je. Ha KONIMKO HaumHAa ce OBO MOKE YUMHUTU !

Y jemHoM Kopaky MoskeMo ma m3MmenuMmo ckyn S C X = {1,2,...,n} na jeman oxn caenehux
HaumHa: (1) y6anumo 1 ako 1 ¢ S; (ii) u3baunmo n ako n € S; unn (iil) uzbanumo r n yGanumo
r+1 ako je r tako ma r € Sur+1¢.S. IlpernocraBumo ma mocroju Hu3 ox 2" — 1 Kopaka
y KojeM on ckyna §) nomasumo mo ckyma {n}, ycmyT nposnaszehu kpo3 cBaku momckyn ckyna X
tauno jemaoM. Jlokazatu ma je n + 1 cTemeH OBOjKe.

Y ymyrpammoctu kouBekcHOr 100-yraa omabpamo je k tauvaka, 2 < k < 50. lorasaru na
ce moske omabparu 2k temena 100-yria tako ma wmuma oxpeben 2k-toyrao camp:ku cBux k
Tayaka y CBOjOj YHYTPAIIEHOCTH.

Mory nu ce cBu 1eau OpPOjeBU MOMEJUTA Y TPU OUCjYHKTHA CKyIa TakKo Ia, 3a CBaKO N € 7,
6pojeu n,n — 25 u n + 3% neswe y Tpu pasmuunTa ckyma?

Ha Tenuckom TyprUpY ydecTByje 14 mrpava m cBaka IBa WUI'Pajy TAYHO jenaH Med. TpPoOjry
nrpaua (a,b, c) 30BeMO mpoyzaom axo je a nobemmo b, b mobemuo ¢ u ¢ mobenno a. Kommro
HajBUIIE TPOYIJIOBA MOKE OUTU HA OBOM TYPHUPY !

ITocmarpajmo cBe momckymose ckyma {1,2,...,n} koju He canpske mBa y3sactomHa 6poja, u
3a CBAKU OJI BUX M3PauyHAJMO HeroB Mpom3Bon ereMmenara. /lokasatu na je 30up KBampata
oBux npoussona jemuak (n+ 1) — 1.

Teopuja dbpojeBa

Pemmuru jemmaunuy 4% 4+ 5° 4+ 6° = 7¢ y ckyny HeHeraTUBHZX IeJux Gpojesa.

Hahwu cBe npuponse Gpojese k 3a koje jemuauuna z(x + k) = y(y + 1) uma pemema y cryiy
nIpUpoOTHUX OpojeBa.

3a natu npuponan 6poj n ogpemuru w3a((1), (5),...,(,"))-

n—1

Ia mu nocroju nepmyranuja (a1, as, ..., a2013) 6pojesa 1,2,...,2013 raxsa na je a;—a; # a;—ax
3a cBe 1 <i<j<k<20137

—2u f(n+1)=fn+1—

Oymrmmja f : N — N je ompebena unayrrusno ca f(1) = )
220,

L f(2
fm)+ f(n— f(n—1)) 3a n> 2. Hahu cBe n 3a xoje je f(n) =
Hahu ce mpuponse 6pojese n Koju ce MOTY MPEACTABUTH Y OOJNUKY N = po + % + =, roe cy
a, b, c npupogau O6pojeBU.

Hat je mpuponan 6poj n. Ileo 6poj a > n? je rakas ma ce meby GpojeBuma a+1,a+2,...,a+n
HAJIAa3W CaIp:KaJIall cBakor on opojesa n?+1,n°+2,...,n?>+n. Iokasaru ma je a > n* —nd.
Ioka3zaru na nocToju 6ECKOHAYHO MHOIO IAPOBa PA3JIMUUTUX IPOCTUX Opojesa (p,q) TAKBUX
mapl|297t —1mq|2P7t 1.



Pemema

. IIpernocrasumo na je abc # 0. lememeMm Apyre jemHakoCTH NpBOM nobujaMo
(a® — ab+ b*)(b* — be + ) (? — ca + a?) = a®b* 2.

C mpyre crpame, Baxu x2 +y? > 2|xy| > zy + |vy|, Tj. 22 — 2y +y? > |2y, y3 jemmaroct ako u
camo ako je x = y. Canemu na je (a?—ab+b?)(b?—bc+c?)(c? —ca+a?) > |ab|-|be|-|ca| = a®b*c?, u na
jemHAKOCT BaskM caMo ako je a = b = c. MebyTum, Tana us 8a® = (a+b)(b+c)(c+a) = abc = a*
cremu a = 0, na je omer abc = 0.

. Kao mpso, f(0) <zf(0), tj. (x—1)f(0) >0 3a cBe x, onarxe je f(0) =0

Osmaunmmo f(1) = A u f(—1) = —B. U3 ycaosa 3anarka je f(z) < zf(1) = Az n f(—x) <
zf(—1) = —Bzx 3a cse z. C mpyre crpane, uz A = f(:c%) < %f(:r) u—B = f(f:c%) < %f(fx)
3a x > 0 mobujamo Az < f(x) u —Bzx < f(—z). Onasne ciaemu f(x) = Az u f(—z) = —Bx 3a
x> 0. Hpu tom u3 f(1) < —1- f(—1) nobujamo A < B. Tlpema Tome,

Ax 3a x>0, u
= - ? 1 <
f(x) { Br saz<0 rae je A < B.

IlokaskuMO Ia cBe OBakBe (pyHKIUje 3a10BoJbaBajy ycios 3axatka: (1) 3a x,y >0 je f(xy) =
Azy = yf(z); (2) 3a 2,y <0 je zy > 0 u f(vy) = Avy < Bry = yf(x); (3) 3a 2 > 0>y je
ry <0 m flzy) = Bey < Avy = yf(z); m (4) 3a © <0<y je zy <0 u f(zy) = By = yf(z).

. VI3 ycnoBa 3anaTKa je Gnp41 = ap — 1+ ﬁ, OJaKJIe je ai0p0 = G — 1000+Z?i90 an1+1' Onasne
omMax ciaemu na je aigoo > 1013; mra Bume, a, > 1013 3a n < 999, ma je ajgop — 1013 =

999 1 1000
ano antl < 1013 < L.

. Osmaunmo matu mspas ca I = I(zy1,...,z,). Aro pukcupaMo CBe IPOMEHJBUBE OCUM Z;, [
mocraje auHeapHa (QyHKIUja 1O T;, ¥ IPEMa TOME y3UMa MaKCHMaJIHy BpenHOCT 3a x; = 0 uian
x; = 1. OBako MOM¥KEMO IPETIOCTABUTH Ge3 CMamemha OMITOCTH na cy csu z; € {0, 1}.

Cabupak x;(1 — z;41) je jemnak 1 3a (z;,2,41) = (1,0), a y cyuporrom je myna. Cuenu na je

Bpennoct [ jemnara 6pojy naposa ysactonuux unanosa (1,0) y ausy (x1,za,...,%,,21). Kako
cy cBu TakBu mapoBu MehycoGHO mucjymkTHH, BUX MOxke Outu HajBume (5], Te je [ < [F].
OBa BpemHOCT Ce MOCTW:KE HIIP. aKO je ¥1 =3 = -+ =1u xg =24 =--- = 0.

. 360or venperuauoctu Gpyurnuje f(), OHa MOMKe ma IPOMEHU 3HAK CAMO TaMO I'J€ Y3UMa BPEI-

HOCT 0, a TO cy Tauke T, = 5 3an =0,1,2,...,2009.

dymrnuja cos ;- Mema 3HaK CaMo y TadKaMa T(2k41)m, kK € Z. To 3Haum na je 6poj KocuHyca
y 3anucy f(z) Koju Memajy 3HAK y TAUuKU T, jedHak Opojy HemapHux meaunaana 6poja n. [pwm
ToM f(r) Mema 3HAK y T, aKO U caMo je Opoj TuX memuiana Henapas. Ako Hammmemo n = 2Fn,
2 4 n1, 6poj HenapHux nenuiana 6poja n jenHak je 6pojy cBUX mesausana 6poja ni, a OH je
HemapaH akKo U caMo ako je ny kBaapar. Cruenu na f(x) Mema 3HAK CaMO y TAUuKaMa &, 3a Koje

je n unmu n/2 nornyn kBaapat. Taksux 6pojesa n uma Tauno [v/2009]+ [, / @] =44+31 =T75.

Ilakse, oarosop je 75.
. Hara mejemmaxoct je exuBasentHa ca 3 < (1+a) + (1+0) + (1 +¢) — He - 1£b ldc

1+b 1+c 1+a —
(11162)17 + (11112)0 + (1;;_2”. MebyTumM, 0BO oaMax clienu U3 HejeTHAKOCTH maMeby cpemmma:

I+a)d  (1+b)c (1—|—c)a23§/(1—|—a)b. (L+b)c (1+c)a:3m23.
1+ 1+c¢ l+a 1+0b 1+c 1+a

. Osgauumo s, = a1 + as + -+ -+ ax. Haro mam je s% > k, a uzpa3s koju Tpeba OoueHuTu je

S = s% + (s2 — 51)2 + -+ (sp — sn_1)2 = 25% — 25189 + 25% — 28983 + -+ + 331—1 — 28,_18n + s%.
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: VE
ITo A-T" mejemmakoctu, 3a cBako k = 1,...,n — 1 Baxku \/—%— sk — 28kSK+1 + \/\Lskﬂ >0, y3
2
jemIHaKOCT aKo je s;—’“ = kLH (upumeruTe Kako cMo uszabpaau koepunujente!). Cabupamem

k41
OBUX HEjeTHAKOCTU M0OmjaMo

SZ(Z—\/i)S?—l—(Z—\/I—i_\/i\/§>83+"'+(2_W)321+<1_\,n;1>52'

Nmajyhu y Buny na je si >kwnu?2-— \f 2> i + ﬁ, TpasKeHa HEjeTHAKOCT he OaMax CJIenuTH

aKoO JOKa:KeMO Ja je 2 — ¥ }V kL > 4k2, MITO Ce NUPEKTHO HOKa3yje.

. IIpernocraBumo ma 3a cBako n nocroju takas noiausoM P, (z). Ilo BujeroBum ¢opmymnama,

a,b,c cy nenm OpojeBu u mpousBo. Hysa nmonmHoMma P, je £c. Kako ce ¢ mosxe pacraBuTu Ha
IIPOM3BOJ IIeJINX OpojeBa pa3audyuTux o £1 Ha caMo KOHAYHO MHOTO HAYMHA, HEKO Pa3Jlarame
he ce momoButH, Tj. mocroje momunomu P, u P, (m > n) 4duje ce Hysle PA3IUKY]y CaMO y
Opojy Hyna jemnakux +1.

301poOBU PEenUnpoOvYHUX BpennocTu uyia P, u P, cy jennaku —%, aj OHU Ce PAa3JIUKY]y CaMo

cabupnuMa jenqHaxkuMm +1; caemm ga ynmHmaana r—1u z+1 aCTaBJ/bAILY KOJIUYHUIKA P (@)
y pa Jen ; pAvI et 0 Yy p y P, (2)

vMa jenuak Opoj, Tj. Pp, ( )= (x — )%z + 1)9P,(2) = (22 — 1)?P, ().

HaHo je (22 —1)? = 22 4 (=14 da? + (—1)?, ynopebusamemM koedumujenaTa y P, u
(22 — 1)4P, nobujamo ¢ = ( 1) (omasme 2 | d) u a = (—1)% + (=1)"'dc = a — de, mTo je
memoryhe jep cy ¢,d # 0.

. Karo je M rauka mpecerka cumerpasie yria DCN u crpanune DN, oHa JIeKU HA ONUCAHOM

kpyry ACDN, 1j. werBopoyrao CDMN je teruBan. Camna je ZRMN = Z/DCN = 180° —
/RBN, narkne B,R,M,N cy ua kpyry. Ocwum Tora, 180° — ZMPN = ZCMN + Z/DNM =
ZCDN+24DCM = Z/CDN+/ZMCN = ZCDM = ZMBC, na je u P ua kpyry BRMN. Cana
u3 LZAPR = /MBR = ZADM 3armyuyjemo na je P ua onucanom kpyry AADR, u to (360r
LDAP = /PAR) y cpemumry ayka DR, onakne je DP = PR.

Hexka ynucanu kpyr nomupyje AB, BC,CD, DA pemom y taukama F, F,G, H, u neka cy P,Q,

R, S pemom cpemumra nyxku HE, EF, FG,GH. YerBopoyrao PQRS je mapaiesorpam, ma

PR u QS nMvajy 3ajenanuro cpemumre K. Taurka P snexku va OA u AOAE ~ AOEP, onakie
2

je OA/OE = OE/OP, tj. OP = &z, vhe je r NOJyNPEeUYHUE YIUCAHOT Kpyra. AHAJOTHO je

OR = oicv na je OR/OA = OP/OC = O’%OC, 1j. TpoyriaoBu ORP u OAC cy cauunu ca

KO€e(UINjEHTOM CIMYHOCTU OAT;,OC. 3ato je u OM = %OK; anaJyioruo, ON = OBT'#OK.

OM _ OA-OC __ 48
HpeMa, TOME, ON — OBOD — 35°

IIpasa PD je pamuranna oca kpyrosa ki(BDN) u keo(CDM), na je NOBOBHO IOKa3aTu Iaa
cpemumre K ny:xu M N uMma jemHaky MOTEHIU]Y V OOHOCY Ha 0ba Kpyra.

Hexka xpyrosu k1 u ky moHOBO ceky npaBy M N y taukama P u ). Taga cy PBDN nu QCDM
nukauuan Tpamnesu, na je PB = DN =CN u QC = DM = BM, nakne PBCN u QCBM cy
napasiesorpamu u PN = M@ = BC, tj. PK = KQ. Cana je norennuja tauke K y omHocy
Ha 0b6a kpyra jemnaka KP- KN =KQ- -KM.

Hexka ce mujaronane AC' u BD cery y E. Poramujom oko M 3a 120°, rpoyrao AMC' ce cnuka
y Tpoyrao BMD, na je AC = BD u Z(AC, BD) = ZAEB = 120°, 1j. ZAED = 60°.

ITocmarpajmo tauxky N ma kpyry AED takBy ma je AAND jemmakocrpanuuan. 3060r
INAC = ZNDB u AC = DB, tpoyraosu ANC u DNB cy nonynapuu, na je NB = NC u
/NBD = /NCA, onarue cy tauxke B,C,FE, N ua xpyry u /ZBNC = /BEC = 60°, nakie u
ABNC' je jemHaroCcTpaHUYAH.

Apyzo pewewe. Komcrpyumumo jemmaxoctpanmune Tpoyriaose AND u BN'C ka ymyTpam-
BocTu deTBOpoyria. JlupekrHa m3oMmerpuja I = Ryr,1200 © Rv,600 “Ma oOpTHE yrao 180° u
cnuka tauky A npeko tauke D y C, ma je TO meHTpaHa CUMETPHUja ¥ OJHOCY Ha cpeaumre K
mysu AC. Cumuno, u msomerpuja I’ = Rz 1200 © RN/ 6oo j€ LEHTPAIHA CHMETPUja Y OIHOCY
ma K (jep caura C upexo B y A), onakne cnenu na je N' = N.
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Heka je @Q Tauka cumerpuuna tauku P y ommocy ma D. 36or /QBA = /PAB = /PCA n
/QAB = /PBA = /ZPAC, tpoyraosu QAB u PAC cy caununu, na je % = f‘—g, MITO 3aj€THO
ca LZQAP = /BAC naje caununoct tpoyraosa AQP u ABC. Opnasne je ZAPD = ZAPQ =

LACB.

Kako je ZCKC; =90° — /BCK =90° — ZLAK = ZCLCy, raure C1,C, K, L nesxe Ha Kpyry.
Cana je ZAKL = 90° — ZKLC = 90° — LKC,C = LC1CB = %AC = %AAKB, ma je KL
cumerpadtia yria AK B u npoJsasu Kpo3 cpemuire dyka AB.

3a AB = AC, tBpbeme je TpusmjasHo, na 3aro mpernocrasibamo na je AB # AC, tj. KM |f
BC. O3maunMo ca R mOIympeyHUK ONUCAHOT KPyTa, a ca [, U r, MeHTap U NOJYyIPEYHUK W, .

36or AK = AM, npasa AP je cumerpausa yraa BAC, na je P cpemumre nyka BC ommcanor
kpyra. Tama je PI = PI,, na je P nenrap rpyra BICI, man npeunurom [I,. Omnarme je
Pl, = PB = 2Rsing. C mpyre crpame, ZI,KP = ZI,KP = § u ZI[,PK = 90°, na je
PI, = rysin§. Omasze je rq = 2R, 1j. I,N = 2P0O. Rako je I,N || PO, ny= PO je cpemma

auauja y tpoyny II,N, nakne O je cpemumre aysxu [N.

Heka nmpasa kpo3 cpemumire M ny:xu DFE ceue crpanune CBu CAy P u Q penom. [lokaskumo
na je DE < PQ. IlpernmocraBumo Ge3 cmamema ommroctu na je CA < CB. Jlako ce
nokasyje na je ZCDE > Z/CPQ, na nocroju Tauka P’ ma 3atBopenoj myskm M P Taxsa na je
/MP'D =/MEQ. Tauke D, E, P’ Q neske Ha HEKOM KpyTy ca meHTpoM O U HOJYyIPEYHUKOM
r, pu yemy je OM 1 DE. Axo je N momuosxje Hopmatge uz O ma P'Q, Baxu ZONM = 90°,
na je ON < OM u omatie DE? = 4(r? — OM?) < 4(r?> — ON?) = P'Q* < PQ?.

CE a

Wspauynajmo cama PQ. Awo osmaummo AB = ¢, BC = a, CA = b, umamo na je &z = )

P .
B = ;how 52 = 1(G8+8B), muare PQ = } (5 + ). Kaxo je (a+c)(2a + ) =

a

2a® + 3ac + ¢ > (3 4+ v/8)ac n amamoruo (b+ ¢)(2b + ¢) > (3 + v/8)be, mobujamo

1/ 2b+c 2a + ¢
DE < PQ < = +
sres (3+\/§ 348

2
Jemmaroct Baxky kama je ¢ = av/2 = by/2, Tj. xKama cy yraosum 45°,45°,90°.

)(3\/%)(a+b+c).

Heka je n > 3. Ilocmarpajmo crpaHune je IMHUYHUX KBAAPATA Ca IO TAYHO jeIHMM KpajeM Ha
CcTpaHuIM BeJukor kBaapara. OBaksBux xysku uma 4(n — 1), 1 cBaku KBaaparT KOju HALPTAMO
MOKe [a IOKpHje HajBUIIe NBe Ol THX Ly:KU. 3aTO HaM je morpebuo Gap 2(n — 1) kBagpara.

Osaj 6poj ce Mmoke moctuhin Ha caenehin naunn. HauprajMo cse kBaxpaTe cTpanuna n—1,n—
2,...,[5] +1 ca jenEnM TeMeHOM y TeMeHy BeJIMKOr KBaapaTa. Jomr 3a 2 | n momprajMo aBa
n

KBaJpaTa CTPpaHUIE ) ca II0 je,ZIHI/IM TEMEHOM Yy HaCIpaMHUM TEMEHUMa BEJIVKOT KBaJpaTa.

OBako CcMO HAIPTAJIU YKYIHO 2n — 2 KBaApaTa KOJU 3a0BOJHbABAjY YCJIOBE.

Axo tBpbheme u3 3amarka Basku 3a Talbiuy crpaHune n > 6, OHIa BaxKy U 3a TabJuy cTpaHuUIe
n+ 6. OBo cienu U3 YMmHEHUIE Ja Ce, aKO Ce M3 KBaJgpara CTpaHule n + 6 mcedye KBaapaT
CTpaHUIE N, OCTATAK MOKE MOKPUTU MPABOYTAOHUIMMA 2 X 3, OJI KOJUX Ce CBAKU CACTOjU O
nBa L-tpuMuHA. Ll Ll

Ocraje ma mokaskemo TBpheme 3a n = 8. U3- 15 nxn

pPe3aHo [mOoJbe TPUNaAa jeTHOM O YTaOHUX Eﬂ
-
T

kBagpara 4 x4. Ocrarak Tabie ce momIoyasa

Ka0 Ha CJUIM, I1a ce TBPpHeme 0OBAKO CBOIN HA Hyy [y —
cayuaj n = 4. Cauu"o cBoguMo ciaydaj n = 4 oy e Ty
Ha TPUBHjaJIaH ciaydaj n = 2. (n+6) x (n+6) 8 x 8
Capna tBpbheme 3a n = 2012 ciaean jeZHOCTABHOM WHIYKIIVjOM.

Oszmaunmo ca a, 6poj TpakeHHWX pacmopena y n Kytuja. Pamu xkpahier zamuca, xyrauiy y
k-Toj KyTHju 30BeMO “kyraumnoMm k7. Ako mma n KyTuja, Kyrauune n — 1 m n Mopajy na oymy
ucte 60je. Paszmukyjemo nBa ciayuaja.

(i) Kyrauue n—2 u n—1 cy ucre 6oje. Tana pacnopen kyrauna ox 1 no n— 1 3an0B0o/masa
ycioBe, a 60ja Kyraune n je jemHosHauno omnpebena. OBaKBUX pacmopena MMa Gy, _1.
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(ii) Kyrauma n — 2 muje ucrte 6oje kao n — 1, amu je ucte 60je kao n — 3. Tama pacnopen
Kyrauma ox 1 mo n — 2 3amoBOoJbaBa yCJOBe, a 00jy Kyriauma n — 1 U N MOKEeMO naa
onabepeMo Ha nBa HauuHa (KCTe Cy 0O0je, U Pa3IuuuTe O KyTJule n—2). 3aTO OBAKBUX
pacnopena uMa 2a,_o.

Cnenu na je a, = an—1+2a,_2 3a n > 3. Ilpu Tom je az = a3 = 3. OnaBme QUPEKTHO U3payvy-
n

HaBaMO a1z = 2049. Yommre, a, = 2" 1 4 (—1)".
Y cBakoM Kopaky, 30up esemenara ckyma S ce moBehaBa 3a 1 wim cMmamyje 3a n, makie,
nosehasa ce 3a 1 mo momyny n + 1. Kako ce m3 mpasuor ckyma mocie 2" KOpaka MOHOBO
nobuja mpaszan ckym, caemu ga je 2" =0 (mod n+ 1), Tj. n+ 1| 2", mro 3maum na je n+ 1
CTeIleH IOBOjKe.

Ossaunmo matu 100-yrao ca P = PP, ... Pgo. 3a k = 2 tBpheme je Tauno: axo cy A, As
maTe Tayke, OHAA MpaBa Ceuye HEKe NBE CTpaHule a u b MHOrOoyria P; oBe IOBE CTpaHUIE
onpebyjy uerBopoyrao koju canp:xku obe Tauke.

IIpernocraBumo ma tBpbheme Basku 3a HeKO k u Heka je mato k + 1 tauvaka Aq, Ao, ..., Agy1.
ITo muayknujckoj mpermoctasiy, nocroju 2k-yrao P = Py, P, ... Py, (i1 < -+ < ig;) KOju
canp:xku tauke Aj, ..., Ar. Axo Py canpxu Agyi, tBpheme TpuBmjasHo Baku u 3a k+ 1. Y
CynpOTHOM, Aji1 JEEM ¥y jeOHOM O HajBUIIE 2k MHOTOYIJIOBA KOje CTpaHUIe Pj ONCenajy ox
P; Heka je To (6e3 cMamema ONIITOCTH) MHOIOyrao oxcedex crpaununom Pj Pi,. Heka npasa
P;, A1 ceue crpanuiy P;Pjyq 100-yrna P. Tana (2k + 2)-yrao P;, PjPj11P;, ... P, canpxun
cee Tauke A;, i=1,...,k+ 1.

3a mato n, 6pojeBu n — 64,n,n + 729 npunanajy paziuduTuUM HOACKyHoBmMa. Ilo ycioBy
3amaTika 3a n — 64 u n + 729, nobujamo ma cy n — 64,n — 128, n + 665, ommocHOo N + 665, N +
729,n + 1458, y pazanuuruMm noackynosuma. Crenu na n+ 665 Huje y UCTOM NMOACKYIy HHU Ca
n —64 g1 ca n+ 729, ma Mopa ma JeXu y NOACKYIy Koju caap:ku n. To 3HaYM na cy cBa Tpu
MOACKYTa IIePUOANYHA 10 MOoLyry 665.

Hame, n+64 u n+729 cy y uctom noackyImy, na mo ycJOBY 3aIaTKa UMaMo na cy n—64,n,n+64
y TPU pa3iInumTa IOACKYyIa; Ha UCTU HAYWH, 1, n+64, n+128 cy y pa3anyuTuM IOICKYIOBUMA,
mTo 3HaYn na cy n— 64 u n+ 128 y mcToM mOACKyIy, Tj. HOICKYNIOBU Cy IEPUOAUYHU U IO
monmyry 192. Kako je (192,665) = 1, 3akmydyjeMo na CBaKu O TPU MOACKYIA MMa MEPUOX 1,
mTo je HeMoryhe.

14
3

Opoj mobema i-Tor urpava; 30up aj + - -+ + a4 je jenHak (124) =91. Ako Tpojka urpada HUje
TpOyrao, oHna je jemad oxm Ta Tpu urpada (“mobemuuk”) mobeauo mpyra asa. Takro Tpojru

KOje HUCY TPOYTJIOBU, & Y KOjUMA je TOOETHUK G;, UMa TAUHO (“21) To naje yxymao S =), (‘121)

TPOJKM KOje HUCY TpoyriaoBu. Bpoj Tpoyriosa je MakCMMaJiaH OHZA Kana je S MUHUMAJHO
(y3 ycaos Y a; = 91).

Kaxo je (“;") + (“5") = (%) + (%) — (a; —a; — 1) 3a a; —a; > 1, 36up S je HajMamm kana ce
CBU a; PA3JWKyjy 3a HajBume 1, Tj. Kana je Meby mumMma mo cemaMm jemHakmx 6 m 7: Tanma je

S =17(3) +7(]) = 252, na umamo 364 — 252 = 112 rpoyriosa.

Taj Opoj ce 3amcra Moske moCcTHMNUM, HOP. Kaga je i-Tu urpad nobemnuo urpauve ¢+ 1,...,1+ 6
3ai=1,2,...,14 (unmekcu cy no moxyny 14). Tana no cemam urpaua uma 6 u 7 nobena.

YKynHo uma ( ) = 364 Tpojru; npebpojalieMo ome kKoje Hucy tpoyriosu. O3HaumMo ca a;

OsnaurMo TpaskeHu 36up ca S,. 3a n = 1,2 auperTHO NpoBepaBaMoO Aa je s, = (n+ 1)! — 1.
Hera je n > 2. 30up no OHMM TOACKYIOBMMa CKyma {1,...,n} KOju HE camp:ke n jeaHax
je Sp—1. 30uUp N0 MOACKYIOBMMA Das3anuuTuUM OX {n} Koju campske n (1 He caxp:ke n — 1)
jemHak je n?- s,_g. 3aTo je s, = Sp_1 + n%s,_o +n?, u TBpheme ce MOKa3yje jemHOCTABHOM
WHIYKIIjOM.

3a ¢ > 0, mo momyny 3 jemmaumsa ce csoma Ha 1+ 2° +0 =1, 1j. 2° = 0 (mod 3) mTo je
memoryhe. Ilakne, ¢ = 0. Ako je cama a > 0, neBa cTpaHa je mapHa, a JeCHA HeMapHAa, OIET
KOHTDAIUKINHja, ma Mopa aa 6ymxe a = 0. Ilara jemmaumsa ce csomm Ha 5° + 2 = 7%,

Axo je b > 1, mmamo 7% = 2 (mod 25). Mebyrum, moryhu ocramu 7¢ mpu mememy ca 25
cy camo =7 m £1, ma taga mHema pemema. Ocraje jemuuo cayuaj b < 1, u Tama rao jeauHO
pememe nmamo (a,b,c,d) = (0,1,0,1).
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MuoxemeM ca 4 u momasamem k2 mobujamo k? — 1= 2z +k)? — (2y + 1) = a®> — b> = wv, rae
jeu=a—-bv=a+b, 1j. 220 =" —ku 2y = 25" — 1. lorazahemo na pememe (z,y) y N

IOCTOjU aKO M caMo ako je k=1 nnu k > 4.

3a k = 1 cBaku map (z,y) je TpuBmjauHo pememe. 3a k = 2 u k = 3 jexmHaumHa mocraje
a’? —b? = 3, omrocuo a? — b? = 8, umje je jemuuo pememe (a,b) = (2,1), omrocuo (3,1). Y 0ba
caydaja je y = 0, makige Taga HEMaMO pemema.

3a mapuo k > 4 nosomHo je yzetm u=1uv=~k> -1, 1j. (z,y) = (% — %,% —1).
k*— : k®—4k+3 k*—
Ba memapuo k > 5 ysumamo u =2 u v = ~-1 u nobujamo (z,y) = (F=gkt3 =9y

Oszmaunmo tpaskenu H3II ca d. Tlo ycnosy 3amatka, d | n. IIpermocrasumo na je d > 1 u
na je p mpoct memunan 6poja d. Heka je n = p*ny, p{ni. Axo je ny > 1, omma 6poj (;2) =
k k . k .
P M HUje IeJhUB Ca P, jep OpOjuoIM pasIoMaka M HakOH ckpahuBama
HUCY OeJLUBU Ca p, KOHTpaauknuja. lIpema tome, d =1 ako n Huje cremnen 6poja p.

k k k.
— pk ie (PT) = pE Mol pii i
3a n =p° je (m) = - T[,-, . Haxom ckpahusama, 6pojuonm m MMEHMOIM Pa3JIOMaKa

k_ k k
E—' mucy nemuBu ca p, ma je cremeH p y KaHoHCKoM passojy (¥ ) jemmax crememy p y -
k k . .

Cnemn nap| (P) 3a 1 <m<p" u na p*f (pf,l), ma je y oBoM caydajy d = p.

IHoxrazahemo magykmujoM ma 3a cBako n € N mocroju mepmyrtaimuja O6pojeBa 1,2,...,n ca
TPpasKeHUM CBOJCTBOM. 3a n = 1,2 TO je TPUBU]AIHO.

Heka je n = 2m, m € N. Ilo uraykTHBHO] IpeTHOCTABIM HOCTOjU HepMyTauuja (ai, ..., ay)
6pojesa 1,...,m ca TpaskennM cBojcTBoM. llokaszkumo ma je tana (by,...,b,) = (2a1,...,2am,
2a1 — 1,...,2a,, — 1) xemena nepMmyTanuja 6pojesa 1,...,n. 3aucra, ako je b; —b; = b; — by,

3a 1 < j < k, oHma Mo KOHCTPYKNUju b;,bj, b, He Mory ma Oyny CBM HApHM MJIM CBU HEIAPHU,

ma ciend na je b; mapaH u by, HemapaH, anu Tama b; = % Huje 1meo 6poj.

3a n = 2m — 1 ycioB 3am0BoJbaBa mepMyTalldja Koja ce mobuje kan ce u3 omrosapajyhe
nepMmyTanuje 3a 2m m3bpume exemenT 2m. OBUM je MHIyKIMja 3aBPIIEHA.

IIpBux merkommko Bpemuoctu ¢yuruuje f cy 1,2,2,3,4,4,4,5,6,6,7,8,8,8,8. Ilokazahemo un-
myknmjom mo n ga Basku (3a k € N)

oon+1 o fn—2F4+1)+281 3a 2F <p<2bl 1
< < = — )
(1 ) 9 = f(n) ~n n (2 ) f(’fL) { 2k 38 N = 2k+1 —1.
3a n < 2 oBo je TpuBmjanHo. IlpermocraBumo ma Bam 3a 1,2,...,n—1u na je 28 +2<n <

2k 2 Mz 2 < fr) <z saz <ncremn— f(n—1),n—1— f(n—2) € [2"12F—1).
Mpumenom (2°) HEKOIUKO myTa n06GKjaMo

fn) =fln—fln=1))+ fln—1-f(n—2))
=fn=2"1 = f(n=2) + f(n = 2" =1 - f(n—2F - 1))
=fn—2F+1—f(n—2F)+2F24 f(n—2%F — f(n—2F — 1)) + 2F~2
= f(n—2F+1)+2~L

Omasne je n > n—2F+14+2F"1 > f(n) > %erQk’l > ”%rl, unme je mokaszano u (1°). Hajzan,
ako je 28 — 1 < n < 2F + 1, xopucrehu pexypesTHy GopMyIy U (2°) mupexTHO M3pavyHABAMO
f v Taurama 2F —1,2%F 2F 41,281 41, 28=1 4 2 » urayknuja je rorosa.

Axo je f(n) = 22° omma je 22° < n < 2% —1, ma je f(n — 220+ 1) = 2 uwmm n = 22! — 1.
Hacrasmajyhu oBaj mocrynak, mamasmmo mxa je f(n) =220 <= 221 — 21 <pn <221 —1.

Jemmauuma n3 3amaTka je exBuBasienTHa ca a’ + b2 + ¢ = nabc. 3a maro n, moCMAaTPajMO

pememe (a,b,c) y N ca majmamum 36upom a + b+ ¢, u Hera je a < b < ¢. Kaxo je (a,b,nab— c)

a2—i-b2
c

rakobhe pememe Te jenHaumHe (Kao KBaapaTHe 1O ¢), 36or nab — ¢ = > 0 mMopa Outu;

# > ¢, Tj. 2b% > a? +b% > c?. Omasae je a® + b% + c? < be + be + 2be < 4abe, ma je n < 4.

3a n = 2 HeMa pelema. 3aucTa, Ha OCHOBY IIPETXOMIHOr OM y HajMameM pelleny MOPaJio Ia
6yme a = 1, 6ap jemam on b, c je mapan, ma 4 | b2 + ¢ + 1, mTo je memoryhe.

3an=1un=23uma pemema: TO Cy, HAa npuMep, pexom (3,3,3) u (1,1,1).
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Hexka je a;(n? + i) campamnan 6poja n? + i meby Gpojesuma a + 1,...,a +n. 360r a > n?
je ap > 1. Ilpumerumo ma mHe MOke ma Baku a1 < as < --- < @, - Yy CyOIpOTHOM Ou OMIO
n—1>a,(n?>+n)—ai(n>+1)>ai(n—1), mro je memoryhe. 3aro je a; > a;1 3a HeKo i, a
tama jen —1>a;(n?+i) —a;ii(n>+i+1)>a;(n?>+i) —(a; — (02 +i+1)=n2+i+1—ay,
nmarme a; > n? —n+3. To smaun ma je a+n > (n? —n+3)(n? +i) > n?(n? — n + 3), onaxne
crema a > n* —n3.

3an €N, n>1, ogabepuMo IPOU3BOJLHE IPOCTE LEIUOLE P | 22" 4+1lmuq | 22" 1. Tlopenak
nBojke o Momyay p je 2"t omakme 27F! | p— 1. Ilta Bume, no OjaepoBoM KpuTepujymy je

_ 2
ot = (%) = (1" S| (mod p), ma 21 | %71, tj. 22| p—1. Amamnorno, 2"3 | ¢ — 1.

Cana ouuraenso p | 22" _q | 201 u ¢ | 92"t _ 4 | 2=t 1.

lpyeo pewewe. KopuctuheMmo Heke mo3HAaTe OCOOWMHE MUKIOTOMUYHUX IMTOJUHOMA: M-MU UUK-
2ikm .
A0momusHy noaunom P (z) = [Jock<n (T—e"n ) je MOHMUAH ONMHOM CcTeneHa @(n) ca meauM
(k,n)=1

rkoepunujenTuma koju nenu ' — 1. Ilokasyje ce na, ako je a € Z u p upoct meauaan P, (a),
OHIa WIN p | n, WIN je mopenak d,(a) 6poja a mo Momyry p jemHak n (makie, n|p—1). Ilpn
ToM, ako p | n, orna p' || ®,(a). Onmasme ciemu ma, axo je ®,(a) > n, onma ¥, (a) uma Gap
jeman mpoct memmian p ca dp(a) =n|p—1. 3an>7 je @,(2) > n.

ITocmarpajMo mpousBomal mpoct 6poj p > 7 rakaB ga je p = £1 (mod 8). Bpoj ®,-1(2) > p
uMa Gap jeman mpocT aemmaarn g ca p—1|q—1, omakme p | 2P~1 —1|2¢-1 —1. Ilo Ojneposom
KPUTEPUjyMy je 2% =1 (mod p), Tj. §,(2) # p—1, u3aTo je ¢ # p. Kako q | ®,_1(2) | 2P~ 11,
nap (p,q) 3a00BO/bABA YCIOBE 3aIATKA.




