
Pripremni kamp - Avala, 1-7. februar 2013.

Zadaci za samostalan rad
(pripremio Duxan �uki�)

Algebra

1. Realni brojevi a, b, c zadovoǉavaju (a+b)(b+c)(c+a) = abc i (a3+b3)(b3+c3)(c3+a3) = a3b3c3.
Dokazati da je abc = 0.

2. Na�i sve funkcije f : R → R takve da za sve x, y ∈ R va�i f(xy) ≤ xf(y).

3. Definiximo a0 = 2013 i an+1 =
a2
n

an+1 za n = 1, 2, . . . . Dokazati da je [a1000] = 1013.

4. Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi u intervalu [0, 1]. Odrediti najve�u mogu�u vred-
nost izraza x1(1− x2) + x2(1− x3) + · · ·+ xn(1− x1).

5. Koliko puta funkcija f(x) = cosx ·cos x
2 ·cos

x
3 · · · cos x

2009 meǌa znak na intervalu [0, 2009π
2 ]?

6. Ako su a, b, c pozitivni brojevi sa abc ≥ 1, dokazati da je 1+a
1+b + 1+b

1+c +
1+c
1+a ≤ a+ b+ c.

7. Neka su a1, a2, . . . , an nenegativni realni brojevi i neka je a1+a2+ · · ·+ak ≥
√
k za svako

k. Dokazati da je a21 + a22 + · · ·+ a2n ≥ 1
4 (1 +

1
2 + · · ·+ 1

n ).

8. Postoje li brojevi a, b, c razliqiti od nule takvi da za svako n > 3 mo�e da se na�e
polinom oblika xn + · · ·+ ax2 + bx+ c sa taqno n (ne obavezno razliqitih) celih nula?

Geometrija

9. Dat je romb ABCD i taqke M i N na du�ima AC i BC redom tako da je DM = MN .
Prava DN seqe AC u P , a prava DM seqe AB u R. Dokazati da je DP = PR.

10. U qetvorougao ABCD upisan je krug sa centrom O, pri qemu je OA = 5, OB = 6, OC = 7
i OD = 8. Ako su M i N sredixta dijagonala AC i BD redom, odrediti odnos OM/ON .

11. Neka su M i N redom sredixta stranica AB i AC trougla ABC, a D podno�je visine
iz A. Opisani krugovi trouglova BDN i CDM seku se u taqki P ̸= D. Dokazati da
prava PD polovi du� MN .

12. Taqka M unutar konveksnog qetvorougla ABCD je takva da su AMB i CMD jed-
nakokraki trouglovi sa uglovima kod M jednakim 120◦. Dokazati da postoji taqka
N takva da su trouglovi BNC i DNA jednakostraniqni.

13. Neka je P taqka unutar oxtrouglog trougla ABC takva da je ∠PAB = ∠PCA i ∠PAC =
∠PBA. Ako je D sredixte du�i AB, dokazati da je ∠APD = ∠ACB.

14. U trouglu ABC, simetrala ugla kod C seqe stranicu AB u C1. Normala iz C1 na pravu
BC seqe opisani krug trougla u taqki K (na suprotnoj strani prave BC u odnosu na
C1). Normala iz C na AK seqe AB u taqki L. Dokazati da prava KL sadr�i sredixte
luka AB (koji ne sadr�i C).

15. Oznaqimo sa O i I redom centre opisanog i upisanog kruga trougla ABC. Spoǉa
pripisani krug ωa dodiruje produ�etke stranica AB i AC redom u K i M , a stranicu
BC u N . Pretpostavimo da sredixte P du�i KM le�i na opisanom krugu trougla.
Dokazati da su taqke O, I i N kolinearne.

16. U trouglu ABC, simetrale unutraxǌih uglova kod A i B seku naspramne stranice u
D i E redom. Dokazati da je DE ≤ (3 −

√
8)(AB + BC + CA). Na�i uglove trougla u

kome va�i jednakost.



Kombinatorika

17. Kvadrat stranice 2 podeǉen na jediniqne kvadrate mo�e se nacrtati crtaǌem tri
kvadrata: dva naspramna ugaona i veliki kvadrat. Koliko je najmaǌe kvadrata potreb-
no nacrtati da bi se dobio kvadrat stranice n podeǉen na jediniqne kvadrate?

18. Iz kvadratne table 2012×2012 iseqeno je jedno jediniqno poǉe. Dokazati da je ostatak
table mogu�e poploqati L-trominima (tj. figurama oblika ).

19. Dato nam je 12 kutija i dovoǉan broj crvenih, plavih i belih kuglica. �elimo da
stavimo po jednu kuglicu u svaku kutiju tako da je, za svaku kuglicu, bar jedna od
susednih iste boje. Na koliko naqina se ovo mo�e uqiniti?

20. U jednom koraku mo�emo da izmenimo skup S ⊂ X = {1, 2, . . . , n} na jedan od slede�ih
naqina: (i) ubacimo 1 ako 1 ̸∈ S; (ii) izbacimo n ako n ∈ S; ili (iii) izbacimo r i ubacimo
r + 1 ako je r takvo da r ∈ S i r + 1 ̸∈ S. Pretpostavimo da postoji niz od 2n − 1 koraka
u kojem od skupa ∅ dolazimo do skupa {n}, usput prolaze�i kroz svaki podskup skupa X
taqno jednom. Dokazati da je n+ 1 stepen dvojke.

21. U unutraxǌosti konveksnog 100-ugla odabrano je k taqaka, 2 ≤ k ≤ 50. Dokazati da
se mo�e odabrati 2k temena 100-ugla tako da ǌima odre�en 2k-tougao sadr�i svih k
taqaka u svojoj unutraxǌosti.

22. Mogu li se svi celi brojevi podeliti u tri disjunktna skupa tako da, za svako n ∈ Z,
brojevi n, n− 26 i n+ 36 le�e u tri razliqita skupa?

23. Na teniskom turniru uqestvuje 14 igraqa i svaka dva igraju taqno jedan meq. Trojku
igraqa (a, b, c) zovemo trouglom ako je a pobedio b, b pobedio c i c pobedio a. Koliko
najvixe trouglova mo�e biti na ovom turniru?

24. Posmatrajmo sve podskupove skupa {1, 2, . . . , n} koji ne sadr�e dva uzastopna broja, i
za svaki od ǌih izraqunajmo ǌegov proizvod elemenata. Dokazati da je zbir kvadrata
ovih proizvoda jednak (n+ 1)!− 1.

Teorija brojeva

25. Rexiti jednaqinu 4a + 5b + 6c = 7d u skupu nenegativnih celih brojeva.

26. Na�i sve prirodne brojeve k za koje jednaqina x(x + k) = y(y + 1) ima rexeǌa u skupu
prirodnih brojeva.

27. Za dati prirodan broj n odrediti nzd(
(
n
1

)
,
(
n
2

)
, . . . ,

(
n

n−1

)
).

28. Da li postoji permutacija (a1, a2, . . . , a2013) brojeva 1, 2, . . . , 2013 takva da je ai−aj ̸= aj−ak
za sve 1 ≤ i < j < k ≤ 2013?

29. Funkcija f : N → N je odre�ena induktivno sa f(1) = 1, f(2) = 2 i f(n + 1) = f(n + 1 −
f(n)) + f(n− f(n− 1)) za n ≥ 2. Na�i sve n za koje je f(n) = 220.

30. Na�i sve prirodne brojeve n koji se mogu predstaviti u obliku n = a
bc +

b
ca + c

ab , gde su
a, b, c prirodni brojevi.

31. Dat je prirodan broj n. Ceo broj a > n2 je takav da se me�u brojevima a+1, a+2, . . . , a+n
nalazi sadr�alac svakog od brojeva n2 +1, n2 +2, . . . , n2 + n. Dokazati da je a > n4 − n3.

32. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova razliqitih prostih brojeva (p, q) takvih
da p | 2q−1 − 1 i q | 2p−1 − 1.

::::::::::::



Rexeǌa

1. Pretpostavimo da je abc ̸= 0. Deǉeǌem druge jednakosti prvom dobijamo

(a2 − ab+ b2)(b2 − bc+ c2)(c2 − ca+ a2) = a2b2c2.

S druge strane, va�i x2 + y2 ≥ 2|xy| ≥ xy+ |xy|, tj. x2 − xy+ y2 ≥ |xy|, uz jednakost ako i
samo ako je x = y. Sledi da je (a2−ab+b2)(b2−bc+c2)(c2−ca+a2) ≥ |ab|·|bc|·|ca| = a2b2c2, i da
jednakost va�i samo ako je a = b = c. Me�utim, tada iz 8a3 = (a+b)(b+c)(c+a) = abc = a3

sledi a = 0, pa je opet abc = 0.

2. Kao prvo, f(0) ≤ xf(0), tj. (x− 1)f(0) ≥ 0 za sve x, odakle je f(0) = 0.

Oznaqimo f(1) = A i f(−1) = −B. Iz uslova zadatka je f(x) ≤ xf(1) = Ax i f(−x) ≤
xf(−1) = −Bx za sve x. S druge strane, iz A = f(x 1

x ) ≤
1
xf(x) i −B = f(−x 1

x ) ≤
1
xf(−x)

za x > 0 dobijamo Ax ≤ f(x) i −Bx ≤ f(−x). Odavde sledi f(x) = Ax i f(−x) = −Bx za
x > 0. Pri tom iz f(1) ≤ −1 · f(−1) dobijamo A ≤ B. Prema tome,

f(x) =

{
Ax za x ≥ 0, i
Bx za x < 0,

gde je A ≤ B.

Doka�imo da sve ovakve funkcije zadovoǉavaju uslov zadatka: (1) za x, y ≥ 0 je f(xy) =
Axy = yf(x); (2) za x, y < 0 je xy ≥ 0 i f(xy) = Axy ≤ Bxy = yf(x); (3) za x ≥ 0 > y je
xy ≤ 0 i f(xy) = Bxy ≤ Axy = yf(x); i (4) za x < 0 ≤ y je xy ≤ 0 i f(xy) = Bxy = yf(x).

3. Iz uslova zadatka je an+1 = an−1+ 1
an+1 , odakle je a1000 = a0−1000+

∑999
n=0

1
an+1 . Odavde

odmah sledi da je a1000 > 1013; xta vixe, an > 1013 za n ≤ 999, pa je a1000 − 1013 =∑999
n=0

1
an+1 < 1000

1013 < 1.

4. Oznaqimo dati izraz sa I = I(x1, . . . , xn). Ako fiksiramo sve promenǉive osim xi, I
postaje linearna funkcija po xi, i prema tome uzima maksimalnu vrednost za xi = 0 ili
xi = 1. Ovako mo�emo pretpostaviti bez smaǌeǌa opxtosti da su svi xi ∈ {0, 1}.
Sabirak xi(1− xi+1) je jednak 1 za (xi, xi+1) = (1, 0), a u suprotnom je nula. Sledi da je
vrednost I jednaka broju parova uzastopnih qlanova (1, 0) u nizu (x1, x2, . . . , xn, x1). Kako
su svi takvi parovi me�usobno disjunktni, ǌih mo�e biti najvixe [n2 ], te je I ≤ [n2 ].
Ova vrednost se dosti�e npr. ako je x1 = x3 = · · · = 1 i x2 = x4 = · · · = 0.

5. Zbog neprekidnosti funkcije f(x), ona mo�e da promeni znak samo tamo gde uzima vred-
nost 0, a to su taqke xn = nπ

2 za n = 0, 1, 2, . . . , 2009.

Funkcija cos x
m meǌa znak samo u taqkama x(2k+1)m, k ∈ Z. To znaqi da je broj kosinusa

u zapisu f(x) koji meǌaju znak u taqki xn jednak broju neparnih delilaca broja n. Pri
tom f(x) meǌa znak u xn ako i samo je broj tih delilaca neparan. Ako napixemo n = 2kn1,
2 - n1, broj neparnih delilaca broja n jednak je broju svih delilaca broja n1, a on je
neparan ako i samo ako je n1 kvadrat. Sledi da f(x) meǌa znak samo u taqkama xn za koje

je n ili n/2 potpun kvadrat. Takvih brojeva n ima taqno [
√
2009]+

[√
2009
2

]
= 44+31 = 75.

Dakle, odgovor je 75.

6. Data nejednakost je ekvivalentna sa 3 ≤ (1 + a) + (1 + b) + (1 + c) − 1+a
1+b − 1+b

1+c − 1+c
1+a =

(1+a)b
1+b + (1+b)c

1+c + (1+c)a
1+a . Me�utim, ovo odmah sledi iz nejednakosti izme�u sredina:

(1 + a)b

1 + b
+

(1 + b)c

1 + c
+

(1 + c)a

1 + a
≥ 3

3

√
(1 + a)b

1 + b
· (1 + b)c

1 + c
· (1 + c)a

1 + a
= 3

3
√
abc ≥ 3.

7. Oznaqimo sk = a1 + a2 + · · ·+ ak. Dato nam je s2k ≥ k, a izraz koji treba oceniti je

S = s21 + (s2 − s1)
2 + · · ·+ (sn − sn−1)

2 = 2s21 − 2s1s2 + 2s22 − 2s2s3 + · · ·+ s2n−1 − 2sn−1sn + s2n.



Po A-G nejednakosti, za svako k = 1, . . . , n − 1 va�i
√
k+1√
k

s2k − 2sksk+1 +
√
k√

k+1
s2k+1 ≥ 0, uz

jednakost ako je s2k
s2k+1

= k
k+1 (primetite kako smo izabrali koeficijente!). Sabiraǌem

ovih nejednakosti dobijamo

S ≥ (2−
√
2)s21 +

(
2−

√
1 +

√
3√

2

)
s22 + · · ·+

(
2−

√
n− 2 +

√
n√

n− 1

)
s2n−1 +

(
1−

√
n− 1

n

)
s2n.

Imaju�i u vidu da je s2k ≥ k i 2 −
√
2 > 1

4 + 1
4n , tra�ena nejednakost �e odmah slediti

ako doka�emo da je 2−
√
k−1+

√
k+1√

k
≥ 1

4k2 , xto se direktno dokazuje.

8. Pretpostavimo da za svako n postoji takav polinom Pn(x). Po Vijetovim formulama,
a, b, c su celi brojevi i proizvod nula polinoma Pn je ±c. Kako se c mo�e rastaviti na
proizvod celih brojeva razliqitih od ±1 na samo konaqno mnogo naqina, neko razlagaǌe
�e se ponoviti, tj. postoje polinomi Pm i Pn (m > n) qije se nule razlikuju samo u
broju nula jednakih ±1.

Zbirovi reciproqnih vrednosti nula Pm i Pn su jednaki − b
c , ali oni se razlikuju samo

u sabircima jednakim ±1; sledi da qinilaca x−1 i x+1 u rastavǉaǌu koliqnika Pm(x)
Pn(x)

ima jednak broj, tj. Pm(x) = (x− 1)d(x+ 1)dPn(x) = (x2 − 1)dPn(x).

Kako je (x2 − 1)d = x2d − · · · + (−1)d−1dx2 + (−1)d, upore�ivaǌem koeficijenata u Pm i
(x2 − 1)dPn dobijamo c = (−1)dc (odavde 2 | d) i a = (−1)da + (−1)d−1dc = a − dc, xto je
nemogu�e jer su c, d ̸= 0.

9. Kako je M taqka preseka simetrale ugla DCN i stranice DN , ona le�i na opisanom
krugu △CDN , tj. qetvorougao CDMN je tetivan. Sada je ∠RMN = ∠DCN = 180◦ −
∠RBN , dakle B,R,M,N su na krugu. Osim toga, 180◦ − ∠MPN = ∠CMN + ∠DNM =
∠CDN +∠DCM = ∠CDN +∠MCN = ∠CDM = ∠MBC, pa je i P na krugu BRMN . Sada
iz ∠APR = ∠MBR = ∠ADM zakǉuqujemo da je P na opisanom krugu △ADR, i to (zbog
∠DAP = ∠PAR) u sredixtu luka DR, odakle je DP = PR.

10. Neka upisani krug dodiruje AB,BC,CD,DA redom u taqkama E,F,G,H, i neka su P,Q,
R,S redom sredixta du�i HE,EF, FG,GH. Qetvorougao PQRS je paralelogram, pa
PR i QS imaju zajedniqko sredixte K. Taqka P le�i na OA i △OAE ∼ △OEP , odakle
je OA/OE = OE/OP , tj. OP = r2

OA , gde je r polupreqnik upisanog kruga. Analogno je
OR = r2

OC , pa je OR/OA = OP/OC = OA·OC
r2 , tj. trouglovi ORP i OAC su sliqni sa

koeficijentom sliqnosti OA·OC
r2 . Zato je i OM = OA·OC

r2 OK; analogno, ON = OB·OD
r2 OK.

Prema tome, OM
ON = OA·OC

OB·OD = 48
35 .

11. Prava PD je radikalna osa krugova k1(BDN) i k2(CDM), pa je dovoǉno pokazati da
sredixte K du�i MN ima jednaku potenciju u odnosu na oba kruga.

Neka krugovi k1 i k2 ponovo seku pravu MN u taqkama P i Q. Tada su PBDN i QCDM
cikliqni trapezi, pa je PB = DN = CN i QC = DM = BM , dakle PBCN i QCBM su
paralelogrami i PN = MQ = BC, tj. PK = KQ. Sada je potencija taqke K u odnosu
na oba kruga jednaka KP ·KN = KQ ·KM .

12. Neka se dijagonale AC i BD seku u E. Rotacijom oko M za 120◦, trougao AMC se slika
u trougao BMD, pa je AC = BD i ∠(−→AC,

−−→
BD) = ∠AEB = 120◦, tj. ∠AED = 60◦.

Posmatrajmo taqku N na krugu AED takvu da je △AND jednakostraniqan. Zbog
∠NAC = ∠NDB i AC = DB, trouglovi ANC i DNB su podudarni, pa je NB = NC i
∠NBD = ∠NCA, odakle su taqke B,C,E,N na krugu i ∠BNC = ∠BEC = 60◦, dakle i
△BNC je jednakostraniqan.

Drugo rexeǌe. Konstruiximo jednakostraniqne trouglove AND i BN ′C ka unutrax-
ǌosti qetvorougla. Direktna izometrija I = RM,120◦ ◦ RN,60◦ ima obrtni ugao 180◦ i
slika taqku A preko taqke D u C, pa je to centralna simetrija u odnosu na sredixte K
du�i AC. Sliqno, i izometrija I ′ = RM,120◦ ◦ RN ′,60◦ je centralna simetrija u odnosu
na K (jer slika C preko B u A), odakle sledi da je N ′ ≡ N .



13. Neka je Q taqka simetriqna taqki P u odnosu na D. Zbog ∠QBA = ∠PAB = ∠PCA i
∠QAB = ∠PBA = ∠PAC, trouglovi QAB i PAC su sliqni, pa je AQ

AP = AB
AC , xto zajedno

sa ∠QAP = ∠BAC daje sliqnost trouglova AQP i ABC. Odavde je ∠APD = ∠APQ =
∠ACB.

14. Kako je ∠CKC1 = 90◦ − ∠BCK = 90◦ − ∠LAK = ∠CLC1, taqke C1, C,K,L le�e na krugu.
Sada je ∠AKL = 90◦ − ∠KLC = 90◦ − ∠KC1C = ∠C1CB = 1

2∠C = 1
2∠AKB, pa je KL

simetrala ugla AKB i prolazi kroz sredixte luka AB.

15. Za AB = AC, tvr�eǌe je trivijalno, pa zato pretpostavǉamo da je AB ̸= AC, tj. KM ̸∥
BC. Oznaqimo sa R polupreqnik opisanog kruga, a sa Ia i ra centar i polupreqnik ωa.

Zbog AK = AM , prava AP je simetrala ugla BAC, pa je P sredixte luka BC opisanog
kruga. Tada je PI = PIa, pa je P centar kruga BICIa nad preqnikom IIa. Odatle je
PIa = PB = 2R sin α

2 . S druge strane, ∠IaKP = ∠IaKP = α
2 i ∠IaPK = 90◦, pa je

PIa = ra sin
α
2 . Odavde je ra = 2R, tj. IaN = 2PO. Kako je IaN ∥ PO, du� PO je sredǌa

linija u troulu IIaN , dakle O je sredixte du�i IN .

16. Neka prava kroz sredixte M du�i DE seqe stranice CB i CA u P i Q redom. Poka�imo
da je DE ≤ PQ. Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je CA ≤ CB. Lako se
pokazuje da je ∠CDE > ∠CPQ, pa postoji taqka P ′ na zatvorenoj du�i MP takva da je
∠MP ′D = ∠MEQ. Taqke D,E, P ′, Q le�e na nekom krugu sa centrom O i polupreqnikom
r, pri qemu je OM ⊥ DE. Ako je N podno�je normale iz O na P ′Q, va�i ∠ONM = 90◦,
pa je ON ≤ OM i odatle DE2 = 4(r2 −OM2) ≤ 4(r2 −ON2) = P ′Q2 ≤ PQ2.

Izraqunajmo sada PQ. Ako oznaqimo AB = c, BC = a, CA = b, imamo da je CE
CA = a

a+c ,
CD
CB = b

b+c i PQ
AB = 1

2

(
CE
CA + CD

CB

)
, dakle PQ = 1

2

(
ac
a+c +

bc
b+c

)
. Kako je (a + c)(2a + c) =

2a2 + 3ac+ c2 ≥ (3 +
√
8)ac i analogno (b+ c)(2b+ c) ≥ (3 +

√
8)bc, dobijamo

DE ≤ PQ ≤ 1

2

(
2b+ c

3 +
√
8
+

2a+ c

3 +
√
8

)
= (3−

√
8)(a+ b+ c).

Jednakost va�i kada je c = a
√
2 = b

√
2, tj. kada su uglovi 45◦, 45◦, 90◦.

17. Neka je n ≥ 3. Posmatrajmo stranice jediniqnih kvadrata sa po taqno jednim krajem na
stranici velikog kvadrata. Ovakvih du�i ima 4(n− 1), i svaki kvadrat koji nacrtamo
mo�e da pokrije najvixe dve od tih du�i. Zato nam je potrebno bar 2(n− 1) kvadrata.

Ovaj broj se mo�e dosti�i na slede�i naqin. Nacrtajmo sve kvadrate stranica n−1, n−
2, . . . , [n2 ] + 1 sa jednim temenom u temenu velikog kvadrata. Jox za 2 | n docrtajmo dva
kvadrata stranice n

2 sa po jednim temenom u naspramnim temenima velikog kvadrata.
Ovako smo nacrtali ukupno 2n− 2 kvadrata koji zadovoǉavaju uslove.

18. Ako tvr�eǌe iz zadatka va�i za tablu stranice n ≥ 6, onda va�i i za tablu stranice
n + 6. Ovo sledi iz qiǌenice da se, ako se iz kvadrata stranice n + 6 iseqe kvadrat
stranice n, ostatak mo�e pokriti pravougaonicima 2× 3, od kojih se svaki sastoji od
dva L-trimina.

Ostaje da poka�emo tvr�eǌe za n = 8. Iz-
rezano poǉe pripada jednom od ugaonih
kvadrata 4×4. Ostatak table se poploqava
kao na slici, pa se tvr�eǌe ovako svodi na
sluqaj n = 4. Sliqno svodimo sluqaj n = 4
na trivijalan sluqaj n = 2.

...
...

. . .

. . .

n× n

(n+ 6)× (n+ 6) 8× 8
Sada tvr�eǌe za n = 2012 sledi jednostavnom indukcijom.

19. Oznaqimo sa an broj tra�enih rasporeda u n kutija. Radi kra�eg zapisa, kuglicu u
k-toj kutiji zovemo “kuglicom k”. Ako ima n kutija, kuglice n− 1 i n moraju da budu
iste boje. Razlikujemo dva sluqaja.

(i) Kuglice n− 2 i n− 1 su iste boje. Tada raspored kuglica od 1 do n− 1 zadovoǉava
uslove, a boja kuglice n je jednoznaqno odre�ena. Ovakvih rasporeda ima an−1.



(ii) Kuglica n − 2 nije iste boje kao n − 1, ali je iste boje kao n − 3. Tada raspored
kuglica od 1 do n − 2 zadovoǉava uslove, a boju kuglica n − 1 i n mo�emo da
odaberemo na dva naqina (iste su boje, i razliqite od kuglice n−2). Zato ovakvih
rasporeda ima 2an−2.

Sledi da je an = an−1+2an−2 za n > 3. Pri tom je a2 = a3 = 3. Odavde direktno izraqu-
navamo a12 = 2049. Uopxte, an = 2n−1 + (−1)n.

20. U svakom koraku, zbir elemenata skupa S se pove�ava za 1 ili smaǌuje za n, dakle,
pove�ava se za 1 po modulu n + 1. Kako se iz praznog skupa posle 2n koraka ponovo
dobija prazan skup, sledi da je 2n ≡ 0 (mod n + 1), tj. n + 1 | 2n, xto znaqi da je n + 1
stepen dvojke.

21. Oznaqimo dati 100-ugao sa P = P1P2 . . . P100. Za k = 2 tvr�eǌe je taqno: ako su A1, A2

date taqke, onda prava seqe neke dve stranice a i b mnogougla P; ove dve stranice
odre�uju qetvorougao koji sadr�i obe taqke.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko k i neka je dato k + 1 taqaka A1, A2, . . . , Ak+1.
Po indukcijskoj pretpostavci, postoji 2k-ugao Pk = Pi1Pi2 . . . Pi2k (i1 < · · · < i2k) koji
sadr�i taqke A1, . . . , Ak. Ako Pk sadr�i Ak+1, tvr�eǌe trivijalno va�i i za k + 1. U
suprotnom, Ak+1 le�i u jednom od najvixe 2k mnogouglova koje stranice Pk odsecaju od
P; neka je to (bez smaǌeǌa opxtosti) mnogougao odseqen stranicom Pi1Pi2 . Neka prava
Pi1Ak+1 seqe stranicu PjPj+1 100-ugla P. Tada (2k + 2)-ugao Pi1PjPj+1Pi2 . . . Pi2k sadr�i
sve taqke Ai, i = 1, . . . , k + 1.

22. Za dato n, brojevi n − 64, n, n + 729 pripadaju razliqitim podskupovima. Po uslovu
zadatka za n − 64 i n + 729, dobijamo da su n − 64, n − 128, n + 665, odnosno n + 665, n +
729, n+1458, u razliqitim podskupovima. Sledi da n+665 nije u istom podskupu ni sa
n− 64 ni sa n+729, pa mora da le�i u podskupu koji sadr�i n. To znaqi da su sva tri
podskupa periodiqna po modulu 665.

Daǉe, n+64 i n+729 su u istom podskupu, pa po uslovu zadatka imamo da su n−64, n, n+64
u tri razliqita podskupa; na isti naqin, n, n+64, n+128 su u razliqitim podskupovima,
xto znaqi da su n − 64 i n + 128 u istom podskupu, tj. podskupovi su periodiqni i po
modulu 192. Kako je (192, 665) = 1, zakǉuqujemo da svaki od tri podskupa ima period 1,
xto je nemogu�e.

23. Ukupno ima
(
14
3

)
= 364 trojki; prebroja�emo one koje nisu trouglovi. Oznaqimo sa ai

broj pobeda i-tog igraqa; zbir a1 + · · ·+ a14 je jednak
(
14
2

)
= 91. Ako trojka igraqa nije

trougao, onda je jedan od ta tri igraqa (“pobednik”) pobedio druga dva. Tako trojki
koje nisu trouglovi, a u kojima je pobednik ai, ima taqno

(
ai

2

)
. To daje ukupno S =

∑
i

(
ai

2

)
trojki koje nisu trouglovi. Broj trouglova je maksimalan onda kada je S minimalno
(uz uslov

∑
ai = 91).

Kako je
(
ai−1
2

)
+
(
aj+1

2

)
=
(
ai

2

)
+
(
aj

2

)
− (ai − aj − 1) za ai − aj > 1, zbir S je najmaǌi kada se

svi ai razlikuju za najvixe 1, tj. kada je me�u ǌima po sedam jednakih 6 i 7: tada je
S = 7

(
6
2

)
+ 7
(
7
2

)
= 252, pa imamo 364− 252 = 112 trouglova.

Taj broj se zaista mo�e dosti�i, npr. kada je i-ti igraq pobedio igraqe i+ 1, . . . , i+ 6
za i = 1, 2, . . . , 14 (indeksi su po modulu 14). Tada po sedam igraqa ima 6 i 7 pobeda.

24. Oznaqimo tra�eni zbir sa sn. Za n = 1, 2 direktno proveravamo da je sn = (n+ 1)!− 1.
Neka je n > 2. Zbir po onim podskupovima skupa {1, . . . , n} koji ne sadr�e n jednak
je sn−1. Zbir po podskupovima razliqitim od {n} koji sadr�e n (i ne sadr�e n − 1)
jednak je n2 · sn−2. Zato je sn = sn−1 + n2sn−2 + n2, i tvr�eǌe se dokazuje jednostavnom
indukcijom.

25. Za c > 0, po modulu 3 jednaqina se svodi na 1 + 2b + 0 ≡ 1, tj. 2b ≡ 0 (mod 3) xto je
nemogu�e. Dakle, c = 0. Ako je sada a > 0, leva strana je parna, a desna neparna, opet
kontradikcija, pa mora da bude a = 0. Data jednaqina se svodi na 5b + 2 = 7d.

Ako je b > 1, imamo 7d ≡ 2 (mod 25). Me�utim, mogu�i ostaci 7d pri deǉeǌu sa 25
su samo ±7 i ±1, pa tada nema rexeǌa. Ostaje jedino sluqaj b ≤ 1, i tada kao jedino
rexeǌe imamo (a, b, c, d) = (0, 1, 0, 1).



26. Mno�eǌem sa 4 i dodavaǌem k2 dobijamo k2 − 1 = (2x+ k)2 − (2y + 1)2 = a2 − b2 = uv, gde
je u = a− b, v = a+ b, tj. 2x = u+v

2 − k i 2y = v−u
2 − 1. Pokaza�emo da rexeǌe (x, y) u N

postoji ako i samo ako je k = 1 ili k ≥ 4.

Za k = 1 svaki par (x, y) je trivijalno rexeǌe. Za k = 2 i k = 3 jednaqina postaje
a2 − b2 = 3, odnosno a2 − b2 = 8, qije je jedino rexeǌe (a, b) = (2, 1), odnosno (3, 1). U oba
sluqaja je y = 0, dakle tada nemamo rexeǌa.

Za parno k ≥ 4 dovoǉno je uzeti u = 1 i v = k2 − 1, tj. (x, y) = (k
2

4 − k
2 ,

k2

4 − 1).
Za neparno k ≥ 5 uzimamo u = 2 i v = k2−1

2 i dobijamo (x, y) = (k
2−4k+3

8 , k2−9
8 ).

27. Oznaqimo tra�eni NZD sa d. Po uslovu zadatka, d | n. Pretpostavimo da je d > 1 i
da je p prost delilac broja d. Neka je n = pkn1, p - n1. Ako je n1 > 1, onda broj

(
n
pk

)
=∏pk

i=1
pk(n1−1)+i

i nije deǉiv sa p, jer brojioci razlomaka pk(n1−1)+i
i nakon skra�ivaǌa

nisu deǉivi sa p, kontradikcija. Prema tome, d = 1 ako n nije stepen broja p.

Za n = pk je
(
pk

m

)
= pk

m

∏m−1
i=1

pk−i
i . Nakon skra�ivaǌa, brojioci i imenioci razlomaka

pk−i
i nisu deǉivi sa p, pa je stepen p u kanonskom razvoju

(
pk

m

)
jednak stepenu p u pk

m .

Sledi da p |
(
pk

m

)
za 1 ≤ m < pk i da p2 -

(
pk

pk−1

)
, pa je u ovom sluqaju d = p.

28. Dokaza�emo indukcijom da za svako n ∈ N postoji permutacija brojeva 1, 2, . . . , n sa
tra�enim svojstvom. Za n = 1, 2 to je trivijalno.

Neka je n = 2m, m ∈ N. Po induktivnoj pretpostavci postoji permutacija (a1, . . . , am)
brojeva 1, . . . ,m sa tra�enim svojstvom. Poka�imo da je tada (b1, . . . , bn) = (2a1, . . . , 2am,
2a1 − 1, . . . , 2am − 1) �eǉena permutacija brojeva 1, . . . , n. Zaista, ako je bi − bj = bj − bk
za i < j < k, onda po konstrukciji bi, bj , bk ne mogu da budu svi parni ili svi neparni,
pa sledi da je bi paran i bk neparan, ali tada bj =

bi+bk
2 nije ceo broj.

Za n = 2m − 1 uslov zadovoǉava permutacija koja se dobije kad se iz odgovaraju�e
permutacije za 2m izbrixe element 2m. Ovim je indukcija zavrxena.

29. Prvih nekoliko vrednosti funkcije f su 1, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 8, 8, 8. Dokaza�emo in-
dukcijom po n da va�i (za k ∈ N)

(1◦)
n+ 1

2
≤ f(n) ≤ n i (2◦) f(n) =

{
f(n− 2k + 1) + 2k−1 za 2k ≤ n < 2k+1 − 1,

2k za n = 2k+1 − 1.

Za n ≤ 2 ovo je trivijalno. Pretpostavimo da va�i za 1, 2, . . . , n− 1 i da je 2k + 2 ≤ n ≤
2k+1 − 2. Iz x+1

2 ≤ f(x) ≤ x za x < n sledi n − f(n − 1), n − 1 − f(n − 2) ∈ [2k−1, 2k − 1).
Primenom (2◦) nekoliko puta dobijamo

f(n) = f(n− f(n− 1)) + f(n− 1− f(n− 2))
= f(n− 2k−1 − f(n− 2k)) + f(n− 2k−1 − 1− f(n− 2k − 1))
= f(n− 2k + 1− f(n− 2k)) + 2k−2 + f(n− 2k − f(n− 2k − 1)) + 2k−2

= f(n− 2k + 1) + 2k−1.

Odavde je n ≥ n−2k+1+2k−1 ≥ f(n) ≥ n−2k+2
2 +2k−1 > n+1

2 , qime je dokazano i (1◦). Najzad,
ako je 2k − 1 ≤ n ≤ 2k + 1, koriste�i rekurentnu formulu i (2◦) direktno izraqunavamo
f u taqkama 2k − 1, 2k, 2k + 1, 2k−1 + 1, 2k−1 + 2 i indukcija je gotova.

Ako je f(n) = 220, onda je 220 ≤ n ≤ 221 − 1, pa je f(n − 220 + 1) = 219 ili n = 221 − 1.
Nastavǉaju�i ovaj postupak, nalazimo da je f(n) = 220 ⇐⇒ 221 − 21 ≤ n ≤ 221 − 1.

30. Jednaqina iz zadatka je ekvivalentna sa a2 + b2 + c2 = nabc. Za dato n, posmatrajmo
rexeǌe (a, b, c) u N sa najmaǌim zbirom a+ b+ c, i neka je a ≤ b ≤ c. Kako je (a, b, nab− c)

tako�e rexeǌe te jednaqine (kao kvadratne po c), zbog nab − c = a2+b2

c > 0 mora biti
a2+b2

c ≥ c, tj. 2b2 ≥ a2 + b2 ≥ c2. Odavde je a2 + b2 + c2 < bc+ bc+ 2bc ≤ 4abc, pa je n < 4.

Za n = 2 nema rexeǌa. Zaista, na osnovu prethodnog bi u najmaǌem rexeǌu moralo da
bude a = 1, bar jedan od b, c je paran, pa 4 | b2 + c2 + 1, xto je nemogu�e.

Za n = 1 i n = 3 ima rexeǌa: to su, na primer, redom (3, 3, 3) i (1, 1, 1).



31. Neka je ai(n
2 + i) sadr�alac broja n2 + i me�u brojevima a + 1, . . . , a + n. Zbog a > n2

je a1 ≥ 1. Primetimo da ne mo�e da va�i a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an - u suprotnom bi bilo
n− 1 ≥ an(n

2 + n)− a1(n
2 + 1) ≥ a1(n− 1), xto je nemogu�e. Zato je ai > ai+1 za neko i, a

tada je n− 1 ≥ ai(n
2 + i)− ai+1(n

2 + i+ 1) ≥ ai(n
2 + i)− (ai − 1)(n2 + i+ 1) = n2 + i+ 1− ai,

dakle ai ≥ n2 − n + 3. To znaqi da je a + n ≥ (n2 − n + 3)(n2 + i) > n2(n2 − n + 3), odakle
sledi a > n4 − n3.

32. Za n ∈ N, n > 1, odaberimo proizvoǉne proste delioce p | 22n +1 i q | 22n+1

+1. Poredak
dvojke po modulu p je 2n+1, odakle 2n+1 | p− 1. Xta vixe, po Ojlerovom kriterijumu je

2
p−1
2 ≡ ( 2p ) = (−1)

p2−1
8 = 1 (mod p), pa 2n+1 | p−1

2 , tj. 2n+2 | p− 1. Analogno, 2n+3 | q − 1.

Sada oqigledno p | 22n+1 − 1 | 2q−1 i q | 22n+2 − 1 | 2p−1 − 1.

Drugo rexeǌe. Koristi�emo neke poznate osobine ciklotomiqnih polinoma: n-ti cik-
lotomiqni polinom Φn(x) =

∏
0≤k<n
(k,n)=1

(x−e
2ikπ
n ) je moniqan polinom stepena φ(n) sa celim

koeficijentima koji deli xn − 1. Pokazuje se da, ako je a ∈ Z i p prost delilac Φn(a),
onda ili p | n, ili je poredak δp(a) broja a po modulu p jednak n (dakle, n | p− 1). Pri
tom, ako p | n, onda p1 ∥ Φn(a). Odavde sledi da, ako je Φn(a) > n, onda Φn(a) ima bar
jedan prost delilac p sa δp(a) = n | p− 1. Za n ≥ 7 je Φn(2) > n.

Posmatrajmo proizvoǉan prost broj p > 7 takav da je p ≡ ±1 (mod 8). Broj Φp−1(2) ≥ p
ima bar jedan prost delilac q sa p− 1 | q− 1, odakle p | 2p−1− 1 | 2q−1− 1. Po Ojlerovom
kriterijumu je 2

p−1
2 ≡ 1 (mod p), tj. δp(2) ̸= p−1, i zato je q ̸= p. Kako q | Φp−1(2) | 2p−1−1,

par (p, q) zadovoǉava uslove zadatka.


